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内 容 简介 


本 教材 第 2 版 为 普通 高 等 教育 “十 五 "国家 级 规划 教材 .在 国内 同类 教材 中 有 着 非 
常 广泛 和 积极 的 影响 . 本 版 是 在 第 2 版 的 基础 上 经 过 较 大 的 修改 编写 而 成 的 ,内容 得 
到 了 必要 而 合理 的 调整 ,逻辑 结构 更 加 清晰 明了 . 

本 教材 分 上 .下 两 册 . 本 书 为 下 册 , 内 容 包括 多 重 积分 ,曲线 积分 .曲面 积分 , 场 的 
数学 , 数 项 级 数 .函数 列 与 函数 项 级 数 , 反 常 积分 ,Fourier 分 析 . 含 参 变量 积分 . 书 中 配 
有 丰富 的 练习 题 ,可 供 学 生 巩 固 基础 知识 :同时 也 有 适量 的 问题 ,可 供 学 有 余力 的 学 生 
练习 ,并 且 书 后 附 有 问题 的 解答 或 提示 ,以 供 参 考 . 

本 书 可 供 综合 性 大 学 和 理工 科 院 校 的 数学 系 作为 教材 使 用 .也 可 作为 科研 人 员 的 
考 书 . 
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第 3 版 前 言 


本 书 初 版 于 1998 年 ,由 江苏 教育 出 版 社 出 版 ,第 2 版 于 2003 年 由 高 等 教 
育 出 版 社 出 版 .现在 这 一 版 则 是 在 第 2 版 的 基础 上 经 过 较 大 的 修改 编写 而 成 
的 . 大致 说 来 ,有 以 下 变动 : 

1. 经 过 近 十 年 的 教学 实践 ,我 们 发 现 原 书 为 介绍 计算 机 辅助 几何 设计 
(CAGD) 而 设置 的 第 5 章 ( 插 值 与 带 近 初步 )、 第 8 章 ( 曲 线 的 表示 和 逼近 ) 和 
第 15 章 ( 曲 面 的 表示 与 带 近 ) 作 为 数学 分 析 课 程 的 基本 内 容 不 是 必需 的 ,特别 
对 将 来 不 从 事 这 一 专业 学 习 的 读者 更 是 如 此 .因此 ,本 次 改编 时 把 这 三 章 内 容 
删 去 了 .当然 , 像 曲线 的 弧 长 .曲线 的 切 向 量 和 曲面 的 切 平面 等 基本 内 容 仍 会 
出 现在 相关 的 章节 中 .考虑 到 对 CAGD 或 相近 的 专业 有 兴趣 的 读者 的 需要 ， 
我 们 把 这 三 章 内 容 写成 一 个 附录 放 在 书后 , 供 这 些 读者 参考 ， 

2. 原 书 对 积分 在 几何 学 中 的 应 用 只 讲 了 曲线 弧 长 的 计算 ,其 他 如 计算 面 
积 、 体 积 和 侧面 积 等 常 要 用 到 的 知识 都 没有 提 及 ,这 次 修改 增加 了 与 此 相关 的 
内 容 . 

3. 为 了 使 学 生 在 大 学 一 年 级 时 能 学 完 微 积分 的 基本 知识 ,改编 时 把 多 变 
量 微 分 学 和 积分 学 部 分 放 在 无 穷 级 数理 论 前 面 来 讲 ,这 样 做 可 能 会 增加 学 习 
的 难度 ,但 还 是 值得 的 . 

4. 对 练习 题 和 问题 作 了 适当 的 调整 ,把 较 难 的 练习 题 改 成 了 问题 ,把 较 
易 的 问题 改 成 了 练习 题 .另外 还 新 增 了 一 些 练习 题 和 问题 . 

除了 上 面 这 些 明显 的 变动 外 ,还 改正 了 不 少 印刷 错误 .对 有 些 问 题 的 处 理 
也 作 了 改进 .这 里 就 不 再 一 一 叙述 了 . 

必须 重申 , 书 中 有 些 问题 的 确 有 相当 的 难度 ,这 是 为 学 有 余力 的 读者 进 一 
步 提高 自己 的 能 力 而 设置 的 ,因而 读者 不 必 每 题 都 做 ,更 不 要 因为 有 几 个 题目 
做 不 出 来 而 失去 信心 

在 过 去 几 年 里 ,一 些 学 生 、 教 师 和 其 他 读者 都 曾 对 本 书 的 前 两 版 提出 过 不 
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2008 年 ,为 庆祝 中 国 科学 技术 大 学 建 校 五 十 周年 ,反映 建 校 以 来 的 办 学 
理念 和 特色 ,集中 展示 教材 建设 的 成 果 , 学 校 决定 组 织 编写 出 版 代表 中 国 科学 
技术 大 学 教学 水 平 的 精品 教材 系列 .在 各 方 的 共同 努力 下 , 共 组 织 选 题 281 
种 ,经 过 多 轮 、 严 格 的 评审 ,最 后 确定 50 种 入 选 精品 教材 系列 ， 

五 十 周年 校庆 精品 教材 系列 于 2008 年 9 月 纪念 建 校 五 十 周年 之 际 陆续 
出 版 , 共 出 书 50 种 ,在 学 生 、 教 师 , 校 友 以 及 高 校 同行 中 引起 了 很 好 的 反响 ,并 
整体 进入 国家 新 闻 出 版 总 署 的 “十 一 五 "国家 重点 图 书 出 版 规划 .为 继续 鼓励 
教师 积极 开展 教学 研究 与 教学 建设 ,结合 自己 的 教学 与 科研 积累 编写 高 水 平 
的 教材 ,学 校 决 定 ,将 精品 教材 出 版 作为 常规 工作 ,以 《中 国 科学 技术 大 学 精品 
教材 ) 系 列 的 形式 长 期 出 版 ,并 设立 专项 基金 给 予 支持 . 国家 新 闻 出 版 总 署 也 
将 该 精品 教材 系列 继续 列 入 “十 二 五 ”国家 重点 图 书 出 版 规划 

1958 年 学 校 成 立 之 时 ,教员 大 部 分 来 自 中 国 科学 院 的 各 个 研究 所 . 作为 
各 个 研究 所 的 科研 人 员 , 他 们 到 学 校 后 保持 了 教学 的 同时 又 作 研 究 的 传统 . 同 
时 ,根据 “全 院 办 校 , 所 系 结合 ”的 原则 ,科学 院 各 个 研究 所 在 科研 第 一 线 工作 
的 杰出 科学 家 也 参与 学 校 的 教学 ,为 本 科 生 授课 ,将 最 新 的 科研 成 果 融 入 到 孝 
学 中 . 虽然 现在 外 界 环境 和 内 在 条 件 都 发 生 了 很 大 变化 ,但 学 校 以 教学 为 主 、 
教学 与 科研 相 结 合 的 方针 没有 变 . 正 因为 坚持 了 科学 与 技术 相 结合 、 理 论 与 实 
践 相 结合 、 教 学 与 科研 相 结合 的 方针 ,并 形成 了 优良 的 传统 , 才 培 养 出 了 一 批 
又 一 批 高 质量 的 人 才 . 

学 校 非 常 重视 基础 课 和 专业 基础 课 教 学 的 传统 ,也 是 她 特别 成 功 的 原因 
之 一 .当今 社会 ,科技 发 展 突飞猛进 、 科 技 成 果 日 新 月 异 ,没有 扎实 的 基础 知 
识 ,很 难 在 科学 技术 研究 中 作出 重大 贡献 . 建 校 之 初 ,华罗庚 . 吴 有 训 、 严 济 花 
等 老 一 磋 科 学 家 、 教 育 家 就 身体 力行 ,亲自 为 本 科 生 讲授 基础 课 .他 们 以 渊博 
的 学 识 、 精 洪 的 讲课 艺术 、 高 尚 的 师 德 , 带 出 一 批 又 一 批 杰出 的 年 轻 教员 ,培养 
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了 一 届 又 一 届 优 秀 学 生 . 入选 精品 教材 系列 的 绝 大 部 分 是 基础 课 或 专业 基础 
课 的 教材 ,其 作者 大 多 直接 或 间接 受到 过 这 些 老 一 辈 科学 家 、 教 育 家 的 教诲 和 
影响 ,因此 在 教材 中 也 贯穿 着 这 些 先辈 的 教育 教学 理 您 与 科学 探索 精神 

革 开 放 之 初 ,学 校 最 先 选 派 青 年 骨干 教师 赴 西 方 国家 交流 、 学 习 , 他 们 
在 带 回 先进 科学 技术 的 同时 ,也 把 西方 先进 的 教育 理念 、 教 学 方法 、 教 学 内 容 
等 带 回 到 中 国 科 学 技术 大 学 ,并 以 极 大 的 热情 进行 教学 实践 ,使 “科学 与 技术 
相 结 合 、 理 论 与 实践 相 结 合 、 教 学 与 科研 相 结 合 ” 的 方针 得 到 进一步 深化 ,取得 
了 非常 好 的 效果 ,培养 的 学 生得 到 全 社会 的 认可 .这 些 教学 改革 影响 深远 , 直 
到 今天 仍然 受到 学 生 的 欢迎 ,并 辐射 到 其 他 高 校 .在 入 选 的 精品 教材 中 ,这 种 
理念 与 尝试 也 都 有 充分 的 体现 . 

中 国 科学 技术 大 学 自 建 校 以 来 就 形成 的 又 一 传统 是 根据 学 生 的 特点 ,用 
创新 的 精神 编写 教材 .进入 我 校 学 习 的 都 是 基础 扎实 、 学 业 优 秀 、 求 知 欲 强 、 勇 
于 探索 和 追求 的 学 生 , 针 对 他 们 的 具体 情况 编写 教材 ,才能 更 加 有 利于 培养 他 
们 的 创新 精神 .教师 们 坚持 教学 与 科研 的 结合 ,根据 自己 的 科研 体会 ,借鉴 目 
前 国外 相关 专业 有 关 课 程 的 经 验 ,注意 理论 与 实际 应 用 的 结合 ,基础 知识 与 最 
新 发 展 的 结合 ,课堂 教学 与 课外 实践 的 结合 ,精心 组 织 材料 认真 编写 教材 ,使 
学 生 在 掌握 扎实 的 理论 基础 的 同时 ,了 解 最 新 的 研究 方法 ,掌握 实际 应 用 的 
技术 . 

入 选 的 这 些 精品 教材 ,既是 教学 一 线 教师 长 期 教学 积累 的 成 果 , 也 是 学 校 
教学 传统 的 体现 ,反映 了 中 国 科 学 技术 大 学 的 教学 理念 、 教 学 特色 和 和 教学 改革 
成 果 . 希 望 该 精品 教材 系列 的 出 版 ,能 对 我 们 继续 探索 科教 紧密 结合 培养 拔尖 
创新 人 才 ,进一步 提高 教育 教学 质量 有 所 帮助 ,为 高 等 教育 事业 作出 我 们 的 
贡献 ， 


系 -过 网 


中 国 科学 技术 大 学 校长 
中 国 科 学 院 院 士 
第 三 世界 科学 院 院 士 


第 3 版 前 言 


本 书 初版 于 1998 年 ,由 江苏 教育 出 版 社 出 版 ,第 2 版 于 2003 年 由 高 等 教 
育 出 版 社 出 版 .现在 这 一 版 则 是 在 第 2 版 的 基础 上 经 过 较 大 的 修改 编写 而 成 
的 .大 致 说 来 ,有 以 下 变动 : 

1. 经 过 近 十 年 的 教学 实践 ,我 们 发 现 原 书 为 介绍 计算 机 辅助 几何 设计 
(CAGD) 而 设置 的 第 5 章 (插值 与 逼近 初步 )、 第 8 章 ( 曲 线 的 表示 和 有 逼近) 和 
第 15 章 ( 曲 面 的 表示 与 逼近 ) 作 为 数学 分 析 课 程 的 基本 内 容 不 是 必需 的 ,特别 
对 将 来 不 从 事 这 一 专业 学 习 的 读者 更 是 如 此 .因此 ,本 次 改编 时 把 这 三 章 内 容 
删 去 了 . 当然 , 像 曲线 的 弧 长 、 曲 线 的 切 向 量 和 曲面 的 切 平面 等 基本 内 容 仍 会 
出 现在 相关 的 章节 中 .考虑 到 对 CAGD 或 相近 的 专业 有 兴趣 的 读者 的 需要 ， 
我 们 把 这 三 章 内 容 写成 一 个 附录 放 在 书后 , 供 这 些 读者 参考 . 

2. 原 书 对 积分 在 几何 学 中 的 应 用 只 讲 了 曲线 弧 长 的 计算 ,其 他 如 计算 面 
积 、 体 积 和 侧面 积 等 常 要 用 到 的 知识 都 没有 提 及 ,这 次 修改 增加 了 与 此 相关 的 
内 容 . 

3. 为 了 使 学 生 在 大 学 一 年 级 时 能 学 完 微 积分 的 基本 知识 ,改编 时 把 多 变 
量 微分 学 和 积分 学 部 分 放 在 无 穷 级 数理 论 前 面 来 讲 , 这 样 做 可 能 会 增加 学 习 
的 难度 ,但 还 是 值得 的 . 

4. 对 练习 题 和 问题 作 了 适当 的 调整 ,把 较 难 的 练习 题 改 成 了 问题 ,把 较 
易 的 问题 改 成 了 练习 题 .另外 还 新 增 了 一 些 练习 题 和 问题 . 

除了 上 面 这 些 明显 的 变动 外 ,还 改正 了 不 少 印 刷 错误 .对 有 些 问题 的 处 理 
也 作 了 改进 .这 里 就 不 再 一 一 叙述 了 ， 

必须 重申 , 书 中 有 些 问题 的 确 有 相当 的 难度 ,这 是 为 学 有 余力 的 读者 进 一 
步 提 高 自己 的 能 力 而 设置 的 ,因而 读者 不 必 每 题 都 做 ,更 不 要 因为 有 几 个 题目 
做 不 出 来 而 失去 信心 ， 

在 过 去 儿 年 里 ,一 些 学 生 、 教 师 和 其 他 读者 都 曾 对 本 书 的 前 两 版 提出 过 不 
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少 有 益 的 建议 ,特别 是 北京 航空 航天 大 学 数学 与 系统 科学 学 院 的 邢 家 省 副 教 
授 的 一 些 建议 ,对 我 们 的 修改 很 有 帮助 . 借 此 机 会 对 邢 家 省 副教授 及 其 他 读者 
表示 我 们 真诚 的 谢意 . 


常 庚 哲 史 济 怀 
2012 年 4 月 于 中 国 科学 技术 大 学 


第 2 版 前 言 


“数学 分 析 ” 究 竞 应 该 包括 哪些 内 容 ? 从 西方 和 东欧 各 国名 为 《数学 分 析 》 
的 书籍 来 看 , 一直 没有 十 分 明确 的 界定 ,但 是 在 我 国 , 它 作为 大 学 数学 系 的 一 
门 课程 的 名 称 , 通 常 包 含 一 元 和 多 元 微分 学 和 积分 学 ,以 及 与 之 相关 的 内 容 . 
从 它 的 地 位 和 作用 ,从 所 占用 的 学 时 数 来 看 ,说 它 是 数学 系 最 重要 的 基础 课 ， 
是 当之无愧 的 . 

微 积分 已 有 三 百 多 年 的 历史 ,经 过 跨越 好 几 个 世纪 的 数学 巨匠 们 的 精 雕 
细 琢 , 千 锤 百 炼 ,已 经 形成 了 一 个 完整 的 .精密 的 庞大 知识 宝库 . 随 着 时 代 的 进 
步 和 科学 技术 的 发 展 ,传统 数学 分 析 教 材 的 内 容 显 得 比较 陈旧 ,只 有 极 少数 的 
几 处 (例如 Bernstein 多 项 式 ) 涉 及 20 世纪 初 的 发 现 . 从 21 世纪 的 今天 来 看 ， 
这 种 反差 更 加 强烈 ,改革 数学 分 析 教 材 的 必要 性 日 益 显露 出 来 了 .在 有 些 新 出 
版 的 数学 分 析 教 科 书 中 ,引入 了 拓扑 空间 、 微 分 流 形 ,这 是 朝 “ 现 代 化 ”方向 走 
的 一 种 试验 .我 们 的 想法 则 是 在 保持 原 有 理论 水 平 的 基础 上 ,着 重 于 加 强 数 学 
分 析 同 现代 应 用 数学 的 其 他 分 支 学 科 的 联系 .这 样 做 既 不 会 加 重 学 生 的 负担 ， 
又 不 会 挤占 后 续 课程 的 时 间 . 我们 认为 ,任何 积极 的 改革 ,都 不 应 该 触动 其 中 
最 基础 的 理论 部 分 .回顾 20 世纪 50 年 代 和 70 年 代 以 抛弃 这 些 基 本 理论 为 特色 
的 教学 改革 都 未 能 坚持 下 来 的 历史 ,我 们 会 变 得 聪明 起 来 ,不 再 和 干 那 种 蠢事 . 

何 琛 , 史 济 怀 、 徐 森林 三 位 教授 所 著 的 《数学 分 析 兴 共 三 册 ) 一 书 , 由 高 等 
教育 出 版 社 于 1985 年 公开 出 版 .其 实 ,该 书 旱 在 1985 年 以 前 ,就 以 讲义 的 形 
式 作 为 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 、 少 年 班 和 教改 试点 班 的 教材 . 至 今 , 这 套 教 
材 对 中 国 科 学 技术 大 学 的 数学 教学 起 过 重要 的 作用 ,在 全 国 同类 教材 中 也 产 
生 了 积极 的 影响 . 

本 书 正 是 以 上 述 《数学 分 析 》 一 书 为 基础 写成 的 .这 中 间 融 合 了 二 十 多 年 
来 用 它 作为 教科 书 的 教学 经 验 , 同 时 也 参考 了 国内 外 同类 书籍 中 的 许多 名 著 . 
在 我 们 看 来 ,本 教程 有 如 下 特色 : 
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1. 从 基本 理论 上 看 ,本 教程 不 但 包含 了 上 述 《 数 学 分 析 》 的 全 部 内 容 , 而 
且 在 许多 地 方 添加 了 新 的 材料 .其 中 值得 一 提 的 是 ,在 单 变量 的 积分 理论 中 ， 
我 们 证 明了 “Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 的 不 连 
续 点 的 集合 是 一 零 测 集 ”. 通 常 这 一 定理 是 “ 实 变数 函数 ”课程 中 的 内 容 , 但 是 
我 们 用 了 完全 属于 数学 分 析 的 技巧 加 以 处 理 . 有 了 这 一 定理 ,就 可 以 删 去 关于 
可 积 性 的 许多 讨论 ,从 总 体 上 来 看 反而 缩短 了 篇 幅 .其 次 ,增加 了 二 元 凸 函 数 
的 理论 和 应 用 ;采用 了 Peter Lax 对 圆 的 等 周 性 质 的 优美 证 明 ; 收 入 了 能 充满 
整个 正方 形 的 Schoenberg 的 连续 曲线 .至 于 更 加 系统 的 知识 的 补充 ,将 在 以 
下 作 详 细 介 绍 . 

2. 在 第 2 章 “ 函 数 的 连续 性 ?的 最 后 ,我 们 介绍 了 "混沌 现象 ", 叙 述 并 证 
明了 李 天 兰 和 Yorke(1975) 的 “周期 3 蕴涵 混沌 ”的 著名 定理 .虽然 对 混沌 的 
研究 是 当今 数学 的 一 个 热门 分 支 , 但 是 在 它 的 生长 点 上 , 则 完全 是 “ 微 积 分 
的 ”, 更 具体 地 说 ,只 不 过 是 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 的 巧妙 应 用 .过 去 ,人 
们 热衷 于 找 出 函数 迭代 的 表达 式 , 欢 喜 收 敛 的 迭代 .在 这 里 我 们 告诉 读者 , 研 
究 不 收敛 的 迭代 会 碰 到 一 些 非 常 奇 特 的 现象 ,从 而 生长 出 新 的 理论 . 

3. 在 第 8 章 “ 曲 线 的 表示 和 逼近 ”中 ,我 们 介绍 了 计算 机 辅助 几何 设计 
(computer aided geometric design, 简写 为 CAGD) 中 广泛 使 用 的 BEzier 曲 
线 . 它 的 数学 基础 是 经 典 的 Bernstein 多 项 式 (1912 年 ). 过 去 ,在 很 多 数学 分 
析 书 中 也 介绍 过 Bernstein 多 项 式 , 主 要 是 用 来 作为 用 多 项 式 一 致 逼近 有 限 
闭 区 间 上 的 连续 函数 的 一 个 构造 性 的 证 明 . 在 逼近 论 中 ,研究 Bernstein 多 项 
式 的 文献 浩如烟海 ,但 由 于 它 的 收敛 速 度 十 分 缓慢 ,直到 20 世纪 60 年 代 初 
期 ,远近 论 的 专家 们 还 在 为 它 没有 任何 的 实际 应 用 而 悲叹 . 正 是 在 那个 年 代 ， 
由 法 国 的 工程 师 Bézier 创造 的 \ 后 来 被 人 们 称 为 Bézier 曲线 的 曲线 被 成 功 地 
运用 到 汽车 设计 之 中 ,已 成 了 当今 CAGD 和 CG( 计 算 机 图 形 学 ) 的 理论 基 
础 .人 们 发 现 , 所 谓 Bézier 曲线 (曲面 ) 只 不 过 是 向 量 值 形式 的 一 元 (或 二 元 ) 
Bernstein 多 项 式 , 而 BEzier 的 成 功 之 点 用 是 他 充分 地 利用 了 Bernstein 多 项 
式 的 “ 保 形 性 质 ” 一 一 这 恰好 是 传统 的 数学 分 析 教 材 中 不 曾 谈 到 的 . 

第 10 章 介绍 了 Bernstein 多 项 式 的 一 致 允 近 性 质 , 这 是 因为 它 在 理论 上 
确实 有 着 重要 的 地 位 ;同时 第 5 章 还 研究 了 它 的 保 形 性 质 ,而 作为 曲线 理论 的 
一 部 分 内 容 , 第 8 章 讲述 了 Bézier 曲线 .这 是 数学 科学 同 当 代 CAGD 与 CG 
技术 的 一 个 接口 .根据 我 们 的 经 验 , 在 课堂 上 讲述 这 一 部 分 内 容 时 气氛 最 为 活 
跃 ,最 能 激 起 学 生 的 热情 和 兴趣 .他 们 可 以 在 电脑 上 根据 Bézier 的 方法 随心 
所 欲 地 设计 自己 的 曲线 ,亲身 感受 到 数学 理论 的 威力 . 


。 Vi 。 
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两 大 类 :练习 题 和 问题 ,前 者 是 基本 的 定理 和 理论 的 直接 应 用 ,一 般 不 需要 太 
多 的 技巧 ,而 后 者 则 有 相当 的 挑战 性 .也 许 我 们 认为 较 难 的 题目 ,一 些 聪明 的 
学 生 可 能 会 给 出 很 简单 的 解法 .有 些 习题 同时 也 是 正文 的 扩充 ,是 本 书 的 一 个 
有 机 组 成 部 分 . 

9. 在 写作 风格 上 ,我 们 很 不 赞成 一 些 数 学 书 中 的 所 谓 “ 标 准 写法 ”, 那些 
语言 像 是 一 封 电码 ,没有 任何 感情 色彩 . 我们 力图 把 读者 当成 自己 的 朋友 , 平 
等 对 话 , 娓 娓 谈心 . 

本 书 与 过 去 已 有 的 同类 教材 相 比 有 着 较 大 的 差别 ,内 容 有 不 少 更 新 ,篇 幅 
也 随 之 加 大 .究竟 该 讲授 些 什 么 ,不 讲授 些 什么 ,一 个 有 经 验 的 教师 完全 可 以 
针对 受 教育 者 的 情况 和 允许 的 教学 课时 数 作出 取舍 .文字 可 以 多 写 , 讲 课 可 以 
少 讲 , 给 学 生 留 有 自己 阅读 的 余地 . 

习题 的 分 量 是 过 多 了 一 些 , 这 也 要 请 任课 的 老师 们 根据 学 生 的 情况 适当 
地 选择 .初学 者 应 当 在 教师 的 指导 下 做 练习 ,不 必 题 题 都 做 ;更 不 要 因为 有 几 
个 题目 做 不 出 来 而 失去 信心 . 

本 书 是 在 1998 年 江苏 教育 出 版 社 出 版 的 《数学 分 析 教 程 ) 的 基础 上 作 了 
较 大 的 改动 编写 而 成 的 .经 过 几 年 的 教学 实践 ,我 们 发 现 原 书 第 二 册 中 的 隐 映 
射 定 理 、 逆 映射 定理 对 初学 者 较 难 ,这 次 修订 把 这 些 内 容 和 较 易 接受 的 无 穷 级 
数 和 反常 积分 交换 了 次 序 , 使 学 生 在 最 后 一 学 期 才 遇 到 这 些 较 难 的 概念 .一 些 
定理 的 证 明 简 化 了 ,例如 关于 可 积 性 的 Lebesgue 定理 ,现在 的 证 明 比 原 书 更 
简单 了 . 原 书 中 的 “问题 ”使 不 少 读 者 望而却步 ,这 次 修订 删 去 了 一 些 过 于 困难 
的 题目 ,同时 增加 了 一 个 附录 “问题 的 解答 或 提示 ”, 目 的 是 使 有 志 于 做 一 些 难 
题 的 读者 知道 从 何 处 入 手 . 

在 写作 本 书 的 时 候 , 我 们 参考 了 国内 外 与 数学 分 析 相 关 的 许多 优秀 著作 ， 
在 此 恕 不 一 一 列 名 致谢 . 

在 写作 本 书 的 时 候 , 得 到 了 中 国 科 学 技术 大 学 主管 教学 的 负责 同志 和 数 
学 系 负 责 同 志 的 热情 鼓励 和 大 力 支持 ,作者 们 在 此 说 对 他 们 表示 诚挚 的 感谢 . 
有 着 数学 分 析 课 程 多 年 辅导 经 验 的 王建 伟 同 志 ，, 对 本 书 的 写作 提出 了 许多 宝 
贵 的 意见 ,并 为 本 书 增添 了 许多 习题 ,使 本 书 增色 不 少 . 

园 于 作者 们 的 水 平和 经 验 , 缺 点 和 错误 在 所 难免 .欢迎 广大 读者 对 本 书 多 
提 意 见 . 


常 庚 哲 ” 史 济 怀 
2002 年 9 月 于 中 国 科学 技术 大 学 
“ii. 
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4. 在 空间 解析 几何 和 过 去 的 多 变量 函数 理论 中 ,学 生 都 要 学 习 曲 面 . 但 
到 后 来 ,到 底 还 有 多 少 曲面 能 留 在 头脑 之 中 ? 无 非 是 椭 球 面 、 抛 物 面 马 远 面 
ee 在 本 书 第 15 章 中 ,我 们 介绍 了 Bernstein-Bézier 曲面 , 它 是 当代 CAGD 
和 CG 生成 曲面 的 重要 工具 .在 Bernstein 多 项 式 诞生 半 个 世纪 之 后 ,是 工程 师 
而 不 是 职业 数学 家 为 它 找到 了 实际 的 应 用 ;而 工程 师 们 提出 的 “控制 多 边 形 "这 
种 非常 生动 的 几何 概念 ,又 被 数学 家 发 展 成 为 研究 多 元 逼近 理论 的 有 力 方 法 . 
数学 理论 的 深入 和 工程 技术 的 发 展 相互 促进 和 推动 的 例子 屡见不鲜 ,Bernstein 
多 项 式 和 CAGD.、CG 之 间 的 关系 ,就 是 这 方面 的 一 个 有 说 服 力 的 例证 . 

5, 在 本 书 的 第 10 章 中 , 当 我 们 用 van der Waerden 方法 构造 处 处 连续 
而 处 处 不 可 微 的 函数 之 后 ,介绍 了 “分 形 几何 ”的 大 意 .传统 的 数学 分 析 只 是 把 
这 个 例子 当成 一 个 “反例 ”, 当 作怪 物 .而 我 们 在 这 里 试图 告诉 读者 :在 自然 界 
和 社会 的 现象 中 ,到 处 存在 着 这 种 不 规则 、 不 光滑 的 东西 . 

6. 混沌 理 论 .CAGD 和 CG 技术 、 分 形 几何 等 都 是 当代 应 用 数学 的 十 分 
活跃 的 分 支 , 都 已 形成 了 各 自 的 完整 体系 .对 这 些 材 料 我 们 是 如 何 选择 的 呢 ? 
我 们 的 原则 是 : 

(1) 只 在 这 些 学 科 的 “生长 点 "上 进行 讨论 ,“ 点 到 为 止 ” 

Co 不 作 一 般 的 空 泛 的 叙述 和 议论 ,务必 让 学 生 从 中 学 到 实质 性 的 数学 
思想 和 技巧 ; 

(3) 所 涉及 的 数学 必须 是 “ 纯 微 积分 的 ”, 不 再 牵扯 任何 其 他 高 深 知 识 ; 

(4) 涉及 的 数学 推导 必须 是 简洁 和 优美 的 . 

为 做 到 以 上 几 条 ,特别 是 后 三 条 ,我 们 必须 去 搜寻 那些 初等 和 简洁 的 证 
明 . 其 中 有 一 些 经 过 了 我 们 的 再 次 加 工 .例如 ,Bernstein 算 子 “ 磨 光 性 质 ” 的 
Kelisky-Rivlin 定理 (Pacific J. of Math. ,1967), 原 先 的 证 明 用 到 了 算 阵 的 
特征 值 和 特征 向 量 ,而 我 们 的 初等 证 明 只 有 短 短 的 几 行 . 

7. 对 经 典 的 定理 和 理论 ,我 们 也 作 了 一 些 新 的 处 理 .利用 CAGD 中 的 
“混合 函数 ”>(blending functions) 方 法 ,把 微分 学 的 Lagrange 中 值 定 理 、Cauchy 
定理 一 直到 Taylor 公式 的 证 明 , 统 一 到 一 种 风格 之 下 , 变 得 较为 简洁 .在 证 明 
van der Waerden 函数 处 处 连续 而 处 处 不 可 导 的 时 候 , 我 们 采用 几何 方法 ,这 种 
方法 既是 非常 严格 的 ,同时 又 免 去 了 传统 证 明 中 一 系列 烦琐 的 区 间 表 示 . 

8. 精 选 了 例题 和 习题 .我 们 更 换 了 不 少 例题 ,对 保留 下 来 的 例题 ,也 尽量 
寻找 比较 简单 的 解法 .凡是 一 个 例题 也 能 用 初等 方法 来 解决 的 ,同时 也 列 出 了 
初等 的 解法 ,以 引导 和 鼓励 读者 尽 可 能 用 最 少 的 知识 来 解决 问题 .特别 应 当 所 
到 的 是 :我 们 补充 了 大 量 的 习题 ,其 中 一 部 分 有 一 定 的 难度 .我 们 把 习题 分 作 
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设 f 是 定义 在 n 维 欧 氏 空间 中 有 界 点 集 D 上 的 函数 ,我 们 将 要 定义 f 在 D 上 
的 积分 ,并 称 之 为 了 在 D 上 的 n 重 积分 .n 重 积 分 是 本 教材 上 册 第 6 章 中 所 讨论 的 
单 变 量 函 数 的 Riemann 积分 的 推广 .为 便于 学 习 , 我 们 首先 重点 介绍 二 重 积分 , 即 
二 元 函数 的 积分 .将 来 我 们 会 看 到 ,n 重 积分 的 概念 和 理论 基本 上 与 重 数 n 没有 关 
系 ,因此 , 当 我 们 把 二 重 积分 的 理论 牢固 地 建立 起 来 之 后 ,再 过 渡 到 n 重 积 分 ,并 
不 会 有 本 质 的 困难 .在 那些 产生 区 别 的 地 方 ,我 们 将 着 重 指明 . 

设 有 界 点 集 DCR ,函数 f:D->R. 如 同一 元 函数 的 积分 那样 ,我 们 可 以 用 很 
直观 的 方式 引入 f 在 D 上 的 积分 这 一 概念 . 先 设 在 D 上 f 宇 0. 函数 的 图 像 是 分 
布 在 D 上 的 一 块 曲面 (图 10.1). 由 D 和 这 块 曲面 夹 成 的 一 个 曲 顶 柱 体 可 以 表 
示 为 

{(x,y,2):0 过 zfx,y), x,y) € D), 
我 们 要 来 计算 (严格 地 说 是 要 来 定义 ) 这 个 曲 顶 柱 体 的 体积 .为 此 ,将 D 划分 成 车 
干 小 块 , 记 为 Di ,D;,…,Di (图 10.2). 在 每 一 小 块 Di 上 , 任 取 一 点 6;, 先 计算 也 
数值 f(&;) ,并 作 和 


大 


Dféi)0(D,), 


这 里 c(Di) 是 小 块 D; 的 面积 .上 面 的 和 式 表 
示 曲 顶 柱 体 体积 的 一 个 近似 值 .要 想得到 曲 顶 
柱 体 体积 的 合理 定义 ,就 应 当 把 分 割 无 限 地 加 
细 . 这 是 一 个 极限 过 程 ,就 是 说 ,我 们 定义 曲 项 
柱 体 的 体积 为 


大 
V = lim >) f(€;)0(D). 
在 这 里 ,极限 是 对 
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max(diam( Di),diam(D;),:…,diam( D.)) 
来 取 的 ,并 且 要 求 Y 的 存在 性 和 数值 不 依赖 于 6; 在 D; 中 的 选择 (i = 1,2,…,k). 
殉 写 | fcr, yaxdy, 
D 


也 可 以 写成 
Vv =| fCpydo, 


这 里 的 do 表示 面积 元 素 . 

回忆 在 一 元 函数 积分 的 定义 中 ,我 们 把 区 间 La ,bj 进行 分 割 , 即 把 它 分 成 若干 
个 子 区 间 , 计 算 这 些 区 间 的 长 度 没 有 任何 困难 .但 是 在 R? 中 ,一 个 点 集 D 即使 有 
界 ,也 可 能 是 相当 复杂 的 集合 . 如 何 将 D 进行 分 割 ? 在 分 割 之 后 ,小 块 D; 的 “ 面 
积 "c(CDi) 又 如 何 确定 ? 这 些 都 是 在 建立 二 重 积 分 的 时 候 遇 到 的 最 大 障碍 .为 了 克 
服 这 些 障 碍 ,采取 分 两 步 走 的 方法 .首先 讨论 矩形 上 的 二 重 积分 ,然后 再 讨论 R? 中 
任 一 有 界 点 集 上 的 二 重 积分 . 

设 1=La,bj]XxLc,dj, 我 们 称 1 是 R* 中 的 一 个 闭 和 矩形 , 它 的 两 对 对 边 分 别 平 
行 于 横 轴 和 纵 轴 .我 们 定义 了 的 面积 

aC1) = (b -a)(d— ce). 

这 一 定义 显然 是 合理 的 .本 章 中 提 到 的 矩形 都 是 指 这 种 类 型 的 矩形 . 


10.1 惩 形 区 域 上 的 积分 


设 了 是 R 中 的 闭 矩 形 ,T=La,bjXxLc,dj. 作 [La ,pb 的 分 割 
Trx0 =36 二 j 二 < = b; 
又 作 [c ,dj 的 分 割 
ny:C = 过 yn = d. 
两 族 平行 直线 x=xi(i=0,1,…,n) 与 y= yj;(j=0,1,…,m), 把 了 分 割 成 k= 
n Xm 个 子 矩 形 : 
[xiisxi XE5yiisy;] Gi= 1,2,%,n;j = 1,2,.…,m). 
这 个 子 矩 形 的 全 体 组 成 了 的 一 个 分 割 x = x X x). 用 一 定 的 次 序 重 排 这 个 子 


。2。 
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矩形 ,将 它们 编号 为 五, 六，…… 了 .在 每 一 个 ; 中 任 取 一 点 6;(i=1,2,…,k), 作 
积分 和 (也 称 Riemann 和 ) 


家) 下 5 (1) 
记 
x = max(diam(11),diam(1;),*…,diam(1.)), 

这 里 diam(7;) 是 矩形 1; 的 对 角 线 的 长 度 , 我 们 称 上 x | 为 分 割 x 的 宽度 . 

令 5= (CE Ex) 称 é€ 为 积分 和 (1) 的 值 点 向 量 , 称 6 562 6 为 
值 点 . 

定义 10.1.1 如 果 存 在 数 4 ,使 得 对 任意 给 定 的 。 二 0, 存 在 6 二 0, 当 上 x | 去 
6 时 ,不 论 值 点 §; 在 子 矩 形 万 中 如 何 选 择 , 都 有 


| 立 fFED)eGnD) -A|<e, 
则 称 函 数 三 在 矩形 上 上 可 积 , 并 将 A 写作 
jfcx,yyqxdy 或 | fq, 


称 之 为 了 在 矩形 上 上 的 二 重 积分 ,或 者 简称 了 在 7 上 的 积分 ,这 里 了 称 为 被 积 函 数 ， 
1 称 为 积分 区 域 . 
在 这 一 定义 中 所 表述 的 极限 过 程 常 常 记 为 
k 


lim 2D)f(é€)0(1;) = 4， 


lxl—=01=1 

从 而 可 以 省 去 许多 文字 . 

例 1 设 函 数 f 了 在 TI 上 取 常 数值 c ,那么 

| fao = co DD). 

从 以 上 的 讨论 来 看 ,二 重 积分 的 定义 与 单 变量 函数 在 闭 区 间 上 积分 的 定义 实 
质 上 没有 任何 差别 .因此 单 变量 函数 在 区 间 上 积分 的 许多 性 质 可 以 无 须 男 作证 明 
而 直接 对 二 重 积 分 建立 起 来 . 

定理 10.1.1 如 果 f 在 TI 上 可 积 , 那 么 f 必 在 I 上 有 界 . 

定理 10.1.2 设 f 和 g 在 I 上 可 积 ,那么 : 


| cpa c| fqo, 
这 表明 ,常数 因子 可 以 直接 提 到 积分 号 的 外 面 ; 
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(2) f+g 在 I 上 可 积 ,并 且 
jo g)do = | ya 土 | sdc. 

定理 10.1.3 设 f 和 g 在 TT 上 可 积 , 那 么 : 
(1) 车 f 宇 0, 则 

| fas >0; 
(2) 车 f 宇 8g, 则 

| fas =] ,go. 
证 明 结论 C1) 是 显然 的 ,下 面 只 证 明 (2). 利 用 (1) ,可 得 
| ,fas -| gas = | (f - 8)do >0. 0 

我 们 十 分 关心 的 是 ,矩形 1 上 怎样 的 有 界 函 数 一 定 在 I 上 可 积 . 这 就 要 进行 可 
积 性 的 研究 . 

在 给 定 函数 了 之 后 ,积分 和 (1) 可 以 写 为 

SCf,r) = 2 f 6)0(1). 
这 说 明 一 个 Riemann 和 既 依赖 于 了 的 分 割 x, 又 依赖 于 值 点 6 € Ti(i=1,2,…， 
K) 的 选取 . 令 

mi; = inf f(1;), M; = supf(1;) (i = 1,2,.…,k). 
定义 
SCf,r) = Dmiolli), SC(f,r) = >) Miol1,), 

i=1 i=1 
分 别称 它们 为 函数 f 关于 分 割 x 的 下 和 与 上 和 ,它们 只 与 分 割 x 有 关 . 显然 可 见 ， 
对 同一 分 割 x 而 言 ,任何 积分 和 都 介 于 下 和 与 上 和 之 间 , 即 

S(f,x) <S(f,r) Sf,n). 

设 x=rrxry 与 r = x Xxy 是 1 的 两 个 分 割 .如 果 x 过 x4 且 Xx, 二 x ,这 里 
涉及 的 是 数 轴 上 两 个 分 割 粗 与 细 的 比较 ( 见 上 册 6.5 节 ), 那 么 我 们 称 分 割 x 比 x 
粗 , 或 者 说 分 割 x 比 x 细 , 记 为 x 二 x .类似 于 定理 6.5.1, 我 们 有 : 

定理 10.1.4 设 x 和 x 是 矩形 7 的 两 个 分 割 ,并 且 x 三 x ,那么 

SC(f,x) <Sfsr) SSf, rx) SIS,n). 
这 就 是 说 ,在 细 分 之 下 ,下 和 不 会 减少 而 上 和 不 会 增 大 . 
这 个 定理 的 证 明 与 定理 6.5.1 的 证 明 完 全 相似 , 故 从 略 . 
。 4 。 
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定理 10.1.5 设 xi 和 zz 是 了 的 任何 两 个 分 割 ,那么 
S(f,rni) Sf, rz). 
也 就 是 说 ,任意 下 和 绝 不 大 于 任意 上 和 . 
证 明 设 xi=xaXxs(i=1,2), 把 区 间 [a,bj 上 的 两 个 分 割 x 与 xz; 的 分 
点 合 在 一 起 ,组 成 [a ,bj 的 分 割 x; ;又 把 区 间 [c ,dj 的 两 个 分 割 riy 与 rzy 的 分 点 合 
在 一 起 ,组 成 Lc ,dj 的 分 割 zy. 令 xx= xxxXxry, 这 是 矩形 了 的 一 个 分 割 , 显 然 x 比 
ri 和 rs 都 要 细 . 依 定理 10.1.4, 有 
S(f sx) Sf,rn) Sf, rn) Sf, rs). 
为 了 书写 简便 ,我 们 把 上 述 由 分 割 x 与 xz 而 得 到 分 割 x 的 过 程 称 为 “把 ri 
与 rz 合 在 一 起 得 到 分 割 x”. 
由 上 述 定理 ,可 知 下 和 所 成 的 集 是 有 上 界 的 . 令 
| fao = supS(f,7), 


称 这 个 数 为 了 上 在 7 上 的 下 积分 . 对称 地 ,上 和 所 成 的 集 是 有 下 界 的 . 令 


| ya = inf SCf,x), 
称 这 个 数 为 了 在 了 上 的 上 积分 .很 明显 ， 


Sm 入 | fa < | fao<5hzr) (2) 


对 矩形 7 的 任意 两 个 分 割 x 和 z 成 立 . 
定理 10.1.6 等 式 


| fas 一 | ,fae 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 给 定 的 。, 存 在 了 的 一 个 分 割 x ,使 得 
S(f,xn)— S(f,rn) 一 e. 
证 明 ”必要 性 . 设 


A= | ya = | fas. 
由 下 积分 的 定义 ,对 任意 给 定 的 s 六 0, 存 在 矩形 了 的 一 个 分 割 ri ,使 得 
SCjri) 之 4 一 


又 由 上 积分 的 定义 ,存在 矩形 了 的 一 个 分 割 rz ,使 得 
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Sa) 忆 认 二 地 
把 分 割 xi 与 xs 合 在 一 起 得 到 分 割 x ,从 而 可 知 
A-S<Sfm) ES mn) Sf) ES ,no) A+ 


史 
由 此 推出 


Sn) — SCfsr) < [A+ 和) (4 全) = e. 
充分 性 .如 果 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存在 抢 形 7 的 一 个 分 割 x ,使 得 


S(f,x) — SCf,x) < s， 


那么 由 不 等 式 (2) ,可知 


0<| fas -| fas < Ss) Sf) <e. 
由 于 es 是 任意 的 正 数 , 故 必须 有 


[fae = | ru 

更 进一步 ,我 们 有 : 

定理 10.1.7 函数 了 在 矩形 上 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 
| fae , | ae， 


个 公共 的 值 就 是 积分 值 | fdo 


(3) 


证 明 必要 性 . 设 f 在 1 上 可 积 ,将 其 积分 值 记 为 4A. 这 时 ,对 于 任意 给 定 的 


e 记 0, 必 存在 了 的 一 个 分 割 x= (了 ,12,…, 了 i) ,对 任意 的 值 点 6; ETi(i=1,2,… 


kk) ,有 不 等 式 
Fi 和 庆 闪 5 大 区 才 二 二 
由 于 在 六 中 可 以 任 取 , 从 上 式 可 得 
A-e<S(f,n) Sn) A+e. 
由 此 推 知 


A4 一 e<| fduo<| fas<A + Gs 


全 
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充分 性 .现在 设 式 (3) 成 立 , 将 其 公共 值 记 为 4. 由 定理 10.1.6, 可 知 对 任意 给 
定 的 es 二 0, 存 在 I 的 分 割 = {J ,J2，,…,J,) ,使 得 
S(f,rx.) — S(f,rn) 一 se. (4) 
将 子 和 矩形 J; 的 每 一 边 平行 地 向 矩形 内 部 收缩 同 
一 距离 $ 之 0, 作成 一 个 开 抢 形 J; CJ;(i=1， 
2,…,1), 见 图 10.3. 令 
k=17f(U) 
显然 K 是 一 个 闭 集 , 取 8 充分 小 ,使 得 oc(K) 一 
e. 由 于 KK 是 若干 个 没有 公共 内 点 的 矩形 的 并 
集 ,c(CK) 可 被 定义 为 那些 矩形 的 面积 之 和 . 设 了 
的 分 割 x = {i Tye, Tx } 满足 条 件 | A | 二 6. 对 任何 值 点 向 量 é€ = (€1,€2,., 
6&4) ,我 们 有 


C 


10.3 


S(f,x) Sf,r) Sf,x). (5) 
此 外 ,有 
S(f,n)<AZSf,n). (6) 
由 式 (5) 和 式 (6) ,得 
1SCfr) -4 过 SCfr) — SC(f,n) 


I 
1 
祥 


天 mj;)aoll;) 


式 中 
51 = > Mj- mi)oll)), 
I:CK 


52 = 2) Mj mj)oll1)). 


一 方面 ,由 于 函数 了 在 I 上 有 和 界 ,可 设 正 数 M 满足 |f(p)| 三 MC(pE7) ,于 是 得 到 
51 <2M Dol)) S22MoK) < 2Me. 


另 一 方面 ,和 式 3 中 的 万 匹 天 ,这 样 的 万 必 与 某 个 J 相交. 由 J; 的 做 法 可 知 
a 
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T;CJi, 因此 


B= 2 2 (Mj; — mj)ol1)) 
:CJ 


< 2 Cup 7 ) — inf f(7;)) Pe ) 


1 


< y\Csup FJ -inf f C71))007;) 
i=1 


= S(f,x) — S(f,rx.) < e, 
从 而 有 |S(f,x) 一 A| 二 (2M +1)e. 这 表明 ff 在 TIT 上 可 积 ,并 且 
| fao i 0 
从 定理 10.1.6 和 定理 10.1.7, 可 得 : 


定理 10.1.8 设 f 在 I=[a,b]Xx[c,d] 上 有 界 ,那么 以 下 四 个 条 件 等 价 : 
(1) f 在 IT 上 可 积 ; 


大 
(2) ,lim 2 wio (Ti) = 0, 其 中 mi = Mi 一 mi(i = 1,2,…,k),Mi 和 mi 分 
MIT De 


别 为 f 在 I; 上 的 上 、 下 确 界 ; 
(3) 对 任意 的 二 0, 存 在 了 的 一 个 分 割 x ,使 得 


SCf,r) -SCfr) < e; 


(4) | ,fas = fas. 


证 明 留 作 练 习 . 

利用 上 面 的 定理 ,立刻 可 以 证 明 闭 矩形 上 的 连续 函数 可 积 .证 明和 单 变 量 中 相 
应 定理 的 证 明 完 全 相同 . 

例 2 如 果 *,yER 为 有 理 数 , 则 R 中 的 点 (x,y) 称 为 二 维 有 理 点 .定义 
Dirichlet 函数 
1， 当 p 是 R? 中 的 有 理 点 ， 
0， 当 p 不 是 R? 中 的 有 理 点 . 
易 见 ,对 R? 中 的 任何 矩形 1 ,也 数 D 在 TT 上 不 可 积 .这 是 因为 


D(p) = | 


| pav = | pas = uCD 0. 
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练习 题 10.1 


1. 设 一 元 函数 f,g 在 区 间 [0,1] 上 可 积 .求证 :二 元 函数 fx)8g(7) 在 T=[0,1] 了 上 可 积 ， 
并 且 


roogcmadxdy = | fedx| gwdy. 


了 


2. 计算 积 
| Ee” "dxdy. 
[0,1]x[0,U 


. 设 4 二 0,T=[-a,ajx[ 一 a,a]. 求 证 : 
sc + y)dxdy = 0， 
了 


CD 


并 试 从 几何 上 说 明 这 一 结果 . 
4. 证 明定 理 10.1.8. 
5. 证 明 : 闭 矩形 上 的 连续 函数 可 积 . 


10.2 Lebesgue 定理 


在 单 变量 积分 中 ,已 经 证 明 : 如 果 一 个 有 界 函 数 了 的 不 连续 点 集 是 一 零 测 集 ， 
那么 它 是 可 积 的 ;反之 亦 然 .由 于 二 重 积分 的 定义 和 性 质 本 质 上 同 单 变量 积分 的 定 
义 和 性 质 完全 一 样 ,我 们 很 自然 地 会 问 : 在 二 元 情形 下 ,还 有 没有 作为 可 积 的 充分 
必要 条 件 的 Lebesgue 定理 ?” 为 此 ,我 们 需要 引入 二 维 零 测 集 的 概念 . 

定义 10.2.1 设 了 CR .如 果 对 任意 给 定 的 s 字 0, 存 在 可 数 个 闭 矩形 序列 
{Ti}(i=1,2,…), 使 得 


oo 
oo 


BCU 7， Pol1i) <e， 


则 B 称 为 (二 维 ) 零 测 集 . 

如 果 在 上 述 定义 中 ,要 求 矩 形 的 个 数 为 有 限 的 , 则 有 : 

定义 10.2.2 设 BCR2z. 如 果 对 任意 给 定 的 。 盖 0, 存 在 有 限 个 闭 矩 形 厂 ， 
Lo ses di ,使 得 


BCU Di， Dol1i) =e, 
则 称 B 为 零 面积 集 . 

很 显然 , 零 面 积 集 必定 是 零 测 集 . 

注意 在 零 测 集 和 零 面 积 集 的 定义 中 , 闭 和 矩形 万 也 可 以 改 为 开 和 矩形 万, 什么 
时 候 用 闭 矩 形 ,什么 时 候 用 开 和 矩形 , 视 方便 而 定 . 

定理 10.2.1 下 列 性 质 是 明显 的 : 

(1) 至 多 可 数 集 是 零 测 集 ; 

(2) 至 多 可 数 个 零 测 集 的 并 是 零 测 集 ; 

(3) 有 限 个 零 面 积 集 的 并 是 零 面 积 集 ; 

(4) B 为 零 面积 集 , 必 须 上 且 只 需 互 也 是 零 面 积 集 ; 

(5) 如 果 B 是 有 界 闭 集 , 则 B 为 零 测 集 的 充分 必要 条 件 是 B 为 零 面 积 集 . 

证 明 前 三 条 性 质 至 为 明显 ,我们 只 证 (4) 和 (5). 

(4) 的 充分 性 是 显然 的 :由 BCB, 可 知 当 B 为 零 面 积 集 时 ,B 必 为 零 面积 集 . 

为 了 证 明 必要 性 , 设 B 为 零 面 积 集 ,对 任意 给 定 的 s 之 0, 存 在 有 限 个 闭 矩 形 
厂 ， Ts，… ,了 1, ,使 得 


BCU Ts i 
同时 成 立 . 由 于 这 时 局 7 为 闭 集 ,所 以 仍 有 
B ml 三. 
由 此 可 见 互 是 零 面积 集 . 


再 来 证 明 (5), 只 需 证 明 其 必要 性 . 
设 B 是 紧 致 的 零 测 集 , 则 对 任意 给 定 的 e 二 0, 存 在 开 和 矩 形 序列 {7;}) ,使 得 


BEU Ts Day<e. 

由 有 限 柳 善 定理 知 ,从 { 7 } 中 可 选 出 有 限 个 开 和 矩形 仍 能 柳 盖 住 B, 这 些 开 垂 形 面积 
的 和 自然 仍 小 于 。, 所 以 是 零 面积 集 . [ 

但 是 ,如 果 B 是 零 测 集 ,那么 便 不 能 断言 B 必 是 零 测 集 . 例如 ,用 B 来 记 
[0,1 下 中 所 有 有 理 点 所 成 的 集 , 由 于 B 是 可 数 的 ,所 以 是 一 零 测 集 , 但 是 这 时 
巨 =[L0,] ,不 是 零 测 集 .这 个 例子 也 说 明 零 测 集 未 必 是 零 面积 集 . 

例 1 设 BCR? 是 一 段 连续 的 参数 曲线 ,并 且 其 中 至 少 有 一 个 分 量 有 连续 的 
导数 .证 明 :B 是 零 面积 集 . 


。 1]10 。 
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证 明 设 B 有 参数 方程 
= = (a 
其 中 x 和 y 是 [a,B] 上 的 连续 函数 .不 妨 再 设 y 在 La,B] 上 有 连续 的 导数 .对 任意 
给 定 的 s 盖 0, 必 有 分 割 
= 
使 得 当 s ,1ELtii,ti]1(i=1,2,…,m) 时 ,有 |x(s) 一 x(1)| 二 e. 今 
dr = min w(t ti], bi = max (itis ti]), 
则 有 b; 一 a; 二 se. 再 令 
ci = min y([ti1,1t;]), dd; = max y([L ti1,ti)]), 
y=[Lar bl x Le dl) i 12 Wy; 
于 是 当 1E[t;i,t;j] 时 ,Cx(1),y(1))ET(i=1,2,…,m), 从 而 有 


BCUTL. 
i=1 
设 |y (1) | 三 M 对 tELa,Bj 成 立 , 则 由 微分 中 值 定理 知 ,存在 常数 M 二 0， 


di—ci<M(t;-— 1i1) (i = 1,2,.…,m). 


nm m 


Dol1;)= Dp tt ai)(d; Ci) 
i=1 


i=1 
< MeD ti- 1i1) = Me(B- a). 
i=]1 


由 于 e 是 任意 的 ,所 以 妃 是 零 面 积 集 . 0D 
注意 若 x 与 y 都 不 具备 连续 可 导 的 条 件 , 例 1 的 结论 可 能 就 不 成 立 .我 们 将 
在 15.8 节 中 构造 一 条 连续 的 参数 曲线 , 它 可 以 充满 整个 正方 形 ,当然 这 条 连续 曲 
线 就 不 是 零 面 积 
例 2 设 函 数 f:La,bj]>R 连续 ,那么 f 的 图 像 
GCf) = {Cx,f (x)) :x € La,b)) 


是 零 面积 集 . 
证 明 把 了 的 图 像 改 写 为 参数 方程 
X= ky y= Ht) (wR 
则 由 例 1 的 结果 可 得 . UD 
例 3 光滑 曲线 段 是 零 面 积 
证 明 在 9.5 节 中 说 过 ,光滑 曲线 段 是 指 参 数 曲 线 (x (1),y(1))(a 志 1)， 


Cg 才 
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其 中 xy 在 [c,8] 上 连续 ,并 且 (Cx 1)2+(CY Cit)>0, 所 以 光滑 曲线 段 当 然 是 
零 面积 集 . 0 

现在 ,我 们 着 手 介绍 Lebesgue 定理 . 

定义 10.2.3 设 集合 BCR?,f:B->R 有 界 .对 任何 xE 也 及 r 盖 0, 令 = 
BN 站 B,C(x). 用 wi(X,?) 表 示 函 数 f 在 1;,, 上 的 振幅 . 令 

w(xX) = limws(x,7), 
称 之 为 函数 了 在 点 x 处 的 振幅 . 
请 读者 自行 证 明 
wrCxXyr) 三 sup{| fyi1) — f(y2) |:y1,y2 € Tv) 

以 下 三 条 引 理 的 证 明和 引 理 6.6.2 一 6.6.4 的 证 明 完 全 类 似 , 这 里 从 略 . 

引 理 10.2.1 设 集合 BCR .函数 f 在 点 xEB 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 
wi(X)=0. 

D; = {x € I:w(x) > 6). 
用 D( 有 ) 记 了 在 矩形 1 上 不 连续 点 的 全 体 ,那么 有 : 

引 理 10.2.2 D(f)= U Dy. 

引 理 10.2.3 设 f 是 定义 在 有 限 闭 和 矩形 1 上 的 函数 .如 果 存 在 一 列 开 甜 形 
(=1,2,…), 使 得 D(CUL. 记 K= 八 UL, 那么 对 任意 的 。>0, 一 定 存在 
6 二 0, 当 xEK,yET 且 上 xy 过 6 时 ,有 |f(x)--f(y)|<e. 

现在 可 以 证 明 本 节 的 主要 定理 了 . 

定理 10.2.2(Lebesgue 定理 ) 设 函 数 了 在 闭 矩 形 上 上 有 界 , 那 么 三 在 了 上 
Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 是 ,f 在 I 上 的 全 体 不 连续 点 所 成 的 集 D( 了 有) 是 一 零 
测 集 . 

证 明 ”必要 性 .由 引 理 10.2.2, 只 要 证 明 Dy 是 零 测 集 .因为 f 在 I 上 可 积 ， 
故 由 定理 10.1.8, 对 任意 的 e 记 0, 存 在 了 的 一 个 分 割 x = {了 ,71,…, 了 7,), 使 得 

Siow 区 全 (1) 
令 EE, = Dyn\1(x), 这 里 1(x) 为 x 的 分 割 线 所 构成 的 集合 .由 本 节 的 例 3 得 知 
/Cr) 是 一 个 零 面 积 集 , 从 而 只 要 证 明 E, 是 零 测 集 就 够 了 . 


由 于 八 1(x)= UTi, 这 里 五 Gi=1,2,…,mm) 都 是 开 矩 形 ,所 以 
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三 Dn 门 (CU ps, CU {Ti: Dis 站 大 天 好). 
这 说 明 E, 被 一 列 开 和 矩形 的 并 所 覆盖 ,这 一 列 和 矩形 中 的 每 一 个 都 含有 Dy 中 的 点 . 
任 取 a EDyi 门 1; 则 必 能 取 到 充分 小 的 r ,使 得 B,(a)CTi. 用 wi 和 wyrCayr) 分 
别 记 了 在 1; 和 B,(a) 上 的 振幅 ,那么 
1 


oj 人 wo1ar) 之 oa) 之 让 《2 


如 果 用 》)' 表 示 对 那些 满足 Dy, 站 1; 关 名 的 i 求 和 ,那么 由 式 (1) 和 式 (2), 可 得 


> Dot) > Dwiol1i) 之 1 3)o1), 
即 
Do(1) < e. (3) 
这 正好 说 明 覆 盖 E, 的 那 列 开 和 矩形 的 面积 之 和 小 于 ,因而 已 , 是 一 个 零 面积 集 , 所 
以 D( 有 ) 是 零 测 集 . 
充分 性 . 设 D(f 有 ) 是 一 个 雯 测 集 , 从 而 对 任意 给 定 的 二 0, 存 在 一 列 开 矩形 
Ji(i 三 1,2,…), 使 得 


oc 


pNP CU > 二 (4) 
这 里 w 是 f 在 1 上 的 振幅 . 令 
K= 八 U 下， 


根据 引 理 10.2.3, 对 上 述 的 s 盖 0, 存 在 8>0, 使 得 当 xEK,y€E1, 且 上 x-y| 二 
6 时 ,有 


| Fe — Fly) le ty Ey (5) 
现 取 分 割 x = { 厂 ,7 …… 大) ,使 得 | x 二 5. 令 
DwiolTi) = 2 wiolTi) + 2),wiolTi), (6) 
i=1 


这 里 >， 表示 对 K 和 三 相交 的 那些 i 求 和 , >), 表示 对 K 和 I; 不 相交 的 那些 i 求 
和 .对 >) 中 的 项 ,因为 K 站 1 隆 名 , 任 取 y; EK 几 1, 故 由 式 (5), 得 
wi= sup{| f(z1)— f(z2) |:z1,z2 GE Li} 
sup{| fz) — flyi) |+| yi) — f(z2) |:z1,z2 E Li,y: E KNM TIT) 


PE A 
< 
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>) uic(CT ) < yy yy = 各 (7) 
对 习 , 中 的 项 ,由 于 K Nn 1 = 世故 当 xE J 时 ,x ,从 而 x EU Wi, 即 
7 CCU 记 .所 以 由 式 (4) ,得 

D1) < S00) < 36 

于 是 

Durst TE wi gat hy < (8) 
综合 式 (6) 一 (8) , 即 得 


> wo (1;) <~e. 
i=1 


由 定理 10.1.8, 即 知 了 在 7 上 可 积 
由 Lebesgue 定理 ,可 以 推 得 下 面 有 用 的 结论 : 
定理 10.2.3 设 函 数 f:1->R 有 界 .如 果 集 合 B={xE1T 了 :f(x) 隆 0) 为 一 零 面 
积 集 ,那么 f 在 T 上 可 积 , 并 且 


| fae 三 0， 

证 明 显然 , 开 集 TAN\ 互 = 大 门 (R2N\) 中 的 点 都 是 了 的 连续 点 ,可 见 D(/)CC 
a1TU B. 由 于 397 是 一 零 面积 集 , B 也 是 零 面 积 集 , 故 91UB 是 一 零 面 积 集 .由 
Lebesgue 定理 ,可 知 函 数 了 在 上 上 可 积 . 余 下 的 只 需 证 明 : 三 在 上 上 的 积分 等 于 零 . 

对 了 工 的 任 一 分 割 x= { 三 ,72 大) 由 于 巨 是 零 面 积 集 , 故 在 任何 子 矩 形 J; 
中 总 有 一 点 6 ,使 得 f(&;) =0(i=1,2,…,k). 这 时 的 Riemann 和 


2 fC) 0 1) = 0. 
由 积分 的 存在 性 ,可 知 


| ya = (0. 
必须 指出 ,如 果 定 理 10.2.3 中 的 B 是 一 零 测 集 , 定 理 10.2.3 的 结论 就 不 再 成 
立 . 例 如 ,f 是 定义 在 1 上 的 Dirichlet 函数 ( 见 10.1 节 中 的 例 2), 那 么 BB 是 1 中 的 
有 理 点 的 全 体 , 因 而 是 一 零 测 集 , 而 这 时 了 在 7 上 不 可 积 .这 个 例子 说 明 引 入 零 面 
积 集 是 非常 必要 的 . 
。14 。 
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定理 10.2.4 设 孔 数 f,g 在 IT 上 有 界 ,日 集合 B= (xEIT:f(x) 关 g(xX)) 为 一 
零 面积 集 ,那么 若 f 与 8 中 有 一 个 在 TT 上 可 积 , 则 男 一 个 也 在 上 可 积 , 并 且 
oe 


证 明 不 妨 设 g 在 IT 上 可 积 ,那么 使 得 有 界 函 数 f 一 g 不 等 于 零 的 点 集 是 也 ， 
它 是 零 面 积 集 , 故 由 定理 10.2.3 知 ff-g 在 IT 上 可 积 , 且 


| er- g)do = 0. 


| fas =| -gd +| gde = | gdo. 

由 定理 10.2.4 可知, 若 函 数 卫 在 区 间 了 上 有 界 , 且 只 在 一 个 零 面积 集 上 改变 了 
的 值 , 但 仍 使 之 保持 有 界 ,那么 这 既 不 会 改变 函数 的 可 积 性 ,也 不 会 改变 积分 值 . 

例 4 设 

1 

QQ 
证 明 :f 在 矩形 1=[L -2,2]xL 一 2,2] 上 可 积 . 

证 明 ”函数 在 I 中 的 四 个 点 (一 1, 一 1),( 一 1,1),(1, 一 1),(1,1) 上 没有 定 
义 , 但 这 四 个 点 组 成 的 集 是 零 面积 集 . 补充 定义 f 在 这 四 个 点 上 的 值 为 1( 也 可 以 
为 其 他 任何 常数 ), 则 f 在 I 上 是 有 界 的 且 其 间断 点 集 为 零 面积 集 ,因此 了 在 1 上 是 
可 积 的 . 

例 5 设 


fx,y) = sin 


1 
f(x,y) = arctan ra 


证 明 :f 在 1=[0,1]x[0,1j 上 可 积 . 
证 明 ”函数 在 抛物 线 上 的 一 段 B= {(x,x*):0 达 x1) 上 没有 定义 .由 例 2 知 
如 是 零 面 积 集 .我 们 可 在 B 上 为 了 赋值 ,使 卫 在 ! 上 保持 有 界 , 可 见 f 是 可 积 的. 


练习 题 10.2 


. 设 点 列 {p,} 在 R* 中 有 极限 .求证 :点 集 B= {p,} 是 一 零 面 积 集 . 

. 设 有 界 集 BCR? 且 B' 是 零 面 积 集 .求证 :B 也 是 零 面积 

. 证 明 :L0,1]? 中 的 全 体 有 理 点 所 成 的 集 不 是 零 面 积 集 , 但 是 零 测 集 . 
. 设 闭 和 矩形 /CT, 且 ff 在 TT 上 可 积 .求证 :f 在 /上 也 可 积 . 
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5. 设 在 了 上 可 积 函数 太 > 0， 求证 :| fdo >0. 
6. 研究 定义 在 区 间 [0,1]* 上 的 函数 

a 
Fxay) = 全 xXy” 可 
0， X= 三 0 或 y=0 
的 可 积 性 . 


7. 设 I 是 一 个 有 界 的 和 矩形,B= (PiyPpz，Pn ,CT 定义 困 数 


0， pEB, 
(p) = 
Ip 二 ， p= pnEN')， 


研究 函数 了 在 上 上 的 可 积 性 . 

8. 设 函 数 广 和 8 在 1 上 可 积 .求证 :f8 在 I 上 也 可 积 ; 当 g 在 1 上 不 取 零 值 目 //g 在 1 上 有 界 
时 ,f/g 在 1 上 也 可 积 . 

9. 设 f 在 T 上 可 积 .证 明 ;|f| 在 TT 上 也 可 积 , 并 且 


Lois 


问题 10.2 


1. 设 | fdo > 0. 求 证 :存在 闭 矩形 /7 C 刀 , 使 得 太 > 0 在 了 上 成 立 ， 
2. 对 (x,y)EL0,1 ,定义 

上 we 

f(x,y)=<m 9 到 9 


0， 其 他 . 
证 明 :f 在 [0,1J 了 上 可 积 ,这 里 m,n,q,pEN'. 


10.3 和 给 形 区 域 上 二 重 积 分 的 计算 


学 习 过 本 节 之 后 ,大 家 将 会 看 到 ,计算 矩形 区 域 上 的 二 重 积分 并 不 需要 全 新 的 
算法 .比较 具体 地 说 ,二 重 积分 可 以 先后 化 为 两 个 单 变量 函数 的 积分 来 计算 . 
设 1=[La,bj]x[c,dj,f:1>R. 记 号 f(x,*) 表 示 把 x 固定 在 La ,bj 中 ,是 第 
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二 个 变量 的 函数 .如 果 对 每 一 个 xE[La,b], 函 数 f(x,*) 在 Lc,dj 上 可 积 ,通过 积 
分 得 出 定义 在 La ,bj 上 的 函数 
px) = | for ydy Ch Rh 
如 果 函 数 2 又 在 [a,bj 上 可 积 , 则 又 得 积分 
| pedx = | (| for, way)ax. 
这 个 积分 叫做 累 次 积分 ,也 可 记 为 
| az| Foxesmay 
类 似 地 ,可 以 解释 另 一 个 累 次 积 4 
| (resparjday = | ay| Fear 
我 们 自然 要 问 :等 式 
b d d b 
| fae = | dx| f(x,y)dy =| dy| f(x,y)dx 


是 不 是 正确 的 ”如果 上 述 等 式 是 正确 的 ,那么 二 重 积分 的 计算 问题 就 解决 了 ,也 就 
是 说 ,二 重 积 分 可 以 化 为 累 次 积分 来 计算 , 即 先后 计算 两 个 单 变量 函数 的 积分 . 
现在 设 函 数 了 在 闭 矩 形 上 上 有 界 . 令 
p(X) = [fox ydy, yx) = | foe ydy. 
只 要 三 在 1 上 有 界 ,函数 2 和 少 在 La ,bp] 上 就 都 有 定义 . 
下 面 的 定理 是 本 节 中 的 主要 定理 : 
定理 10.3.1 如 果 f 在 I=[a,bl]x[c,dj 上 可 积 ,那么 单 变量 函数 9 与 在 
区 间 La,b]j 上 可 积 ,并 且 
| fds = 小 p(x)dx = Ii yx)dx. 
证 明 ”分别 对 La ,bj 和 [c,dadj 的 分 割 
Na = No KL ER Rn 
Ay:C= yy yn 


有 


b,， 


作 


Ty = [Lapis tie Dm 
Ji = [Lyi (= 1,2,%…,m), 
则 子 和 矩形 
Ti XJ; (i=1,2,%,n;] = 1,2,.…,m) 
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形成 了 矩形 了 的 分 割 xz = x x x，. 令 A = | Jac, 依 定义 10.1.1, 对 任意 给 定 的 
e 盖 0, 存 在 9 之 0, 当 了 的 分 割 r 满 足 |xll 过 9 时 , 必 有 


n m 


A eo of Em)AAy < A+e, (1) 


i=1 j= 


其 中 6&, ET; 和 ”EJj(i= | “I 和 三 1,2,…,m). 现 在 ， 取 分 割 x; 与 x) 满足 
上 zx 过 8/V2, xy | 过 6/V2, 那 么 上 x 过 6 足以 使 式 (1) 成 立 . 由 式 (1) ,得 


A — :过 bp Dy inf f(é€;,7))AxiAy; 


i=1 j=1 


< Dy sup f (6€;,7;)AxiAy; 
i=1 7=1 
过 A+Ee. (2) 
注意 到 》) inf f($;,Jj)Ay; 是 函数 1(5;,…) 在 [c,d] 上 的 下 和 ,因此 
j=1 


Sin fy, yay <|. fees dy = PY 


同 理 , 可 得 
Dsup Fe JJDAy > 

从 而 由 式 (2) ,得 和 

A-e<D EA < DHEIAx SA+e, 
这 就 是 说 ， | 和 

并 im > 2CSDAx = | lim, Dy, )Ax; = 4， 
即 定理 中 的 等 式 成 立 . 

我 们 立刻 推出 : 


定理 10.3.2 设 f 在 I=[La,bjXx[c,dj] 上 可 积 .如 果 对 每 一 个 xE[a,b]|, 函 
数 f(x,*…) 在 [c,dj 上 可 积 , 则 


b d 
| fdo dx|- fx,y)dy. (3) 
同样 ,如 果 对 每 一 个 yYELc ,dj, 函 数 f(*,y) 在 La,bj 上 可 积 ,那么 又 有 
| fao = | dy| f(x,y)dx. (4) 
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证 明 ”我 们 只 和 需 证 式 (3). 由 定理 10.3.1, 有 
g(x) = px) = | fxsy)dy, 
因此 
b b d 
| fae = | paIdy = Jax| fo ydy. 0 


顺便 指出 ,这 个 定理 实际 上 也 提出 了 累 次 积分 可 以 交换 顺序 的 一 个 充分 条 件 . 
这 就 是 说 ,如 果 了 在 IT 上 可 积 ,并 且 对 任意 的 xELa,bj,f(x,*) 在 Lc,dj 上 可 积 ， 
而 且 对 任意 的 yELc,dj,f(*,y) 在 La,bj]j 上 可 积 ,那么 式 (3) 的 右边 便 等 于 式 (4) 
的 右边 .作为 一 个 特例 , 当 f 在 1 上 连续 时 ,我 们 有 如 下 的 定理 : 

定理 10.3.3 设 f 是 [a,bj]Xx[c,dj] 上 的 连续 函数 , 则 有 

| ay| fer, yax = | az| foxs yay. 
例 1 设 T=[L0,zxL0,1I .计算 二 重 积 4 
| ysin Xydxdy， 


解 ” 记 所 求 的 积分 值 为 4 ,于 是 
1 bs . 1 r 9 
A= Jay| ysin Xydx = | ay EE COS XxXy) dx 


三 1 
dy = | a — cos ny)dy 


= | eos Xy) 


= 1— Lsinxy|! = 1. 
nT 
例 2 令 T=[0,1 了 .计算 二 重 积 
A = | ore dxdy. 


解 ” 我们 有 

a : Re 2 ! x a 3 
A= jay| xe ye dx = | ze dxz| y ey” dy 
= | 
= 3° | ,te dt = fe Dte'dt 
SN Es i > 2 
= 1(e 1)(te e )|， fe 1, 
计算 过 程 中 作 了 换 元 t= y. 
例 3 设 
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、_ /1l-x-y, x+y 和 1， 
人 间 w+ 9 1: 
计算 | fdo, 其 中 1 = [0,1F. 

解 ” 根据 定理 10.3.2, 可 得 (图 10.4) 


| yav = | az| fer ydy. 


由 于 
4 1 1-x 1 
1 | fex,y)dy= | f(x,y)dy +| flx,y)dy 
1 一 X 1 
= | G -xz-ydy +| 0dy 
X+y=1 pe 四 l—x = 
(1 到 | dy ydy 
1 2 
= 1 = Vs 
0 x 1 2 
图 10.4 所 以 
| fao = 也 | 1- xy?dx = 二 0 
1 2J0 6@" 


一 个 自然 的 问题 是 ,如 果 了 在 1 = [a,b] x [c,d] 上 可 积 ,能 否 推出 单 变量 积 
分 | f(x,y)dy 对 每 个 x E [a,b] 都 存在 ?或 者 单 变量 积分 | f(x，y)dx 对 每 个 》 


E [c,d] 都 存在 ?反之 ,如 果 对 每 个 +E [a,b] 单 变量 积分 | f(x，y)dy 都 存在 ,对 


每 个 y € [c,d] 单 变量 积分 | /(x,y)dx 都 存在 ,而 且 两 者 相等 ,能 否 推出 二 元 函 
数 了 x,y) 在 La,bj]x[Lc,dj] 上 可 积 ? 答 案 都 是 否定 的 .问题 10.3 中 的 两 个 题目 就 
给 出 了 这 样 的 例子 . 
作为 定理 10.3.3 的 一 个 应 用 ,我 们 证 明 : 
定理 10.3.4(Minkowski 不 等 式 ) 设 f 在 La,bjXx[c,dj 上 非 负 、 连 续 ,p 宇 
1, 那 么 
17P 1/P 
(| (| fCx,y)dy) dx) [1 中 (cy)dxz) dy. (5) 
当 PP 二 1 时 ,等 式 成 立 的 充分 必 
f(x,y) = u(x) vy). 
证 明 当 p=1 时 等 式 成 立 . 现 设 P 过 1. 记 
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d 
SCX) =| flx,y)dy, 

那么 易 知 g 在 La ,bj 上 连续 ,而 且 

b b b d 

| gzCxz)dx= | gr? (x)g(x)dx -| go (| fer ydy)dx 

b d 
=| (| fx»y) gr 1 x) dy )dx. 

先 用 定理 10.3.3, 再 用 H6lder 不 等 式 , 得 


| gcodz= | ({ fers ye dx)dy 
| (prox yar)” 中 go-D9Cxz)dx) “dy 


= | (| foeyadr) "dy(| gcodr) (6) 
这 里 p,q 满足 1/p + 1/q = 1, 因而 (p - 1)q = p. 不 等 式 的 两 边 同 除 以 
(| grCxydx)“, 即 得 


由 gzCxz)dxz) 过 LL (| jzCxzy,ydxz) dy. 


这 就 是 不 等 式 (5) .不 等 式 (6) 中 之 所 以 出 现 不 等 号 ,是 因为 用 了 Holder 不 等 式 ,已 
知 H6lder 不 等 式 


| px Vx)dx < (| gpCxz)dz) “ 4 pr (x) dx ) 
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中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
PY 
yx) 
其 中 c 是 相对 于 x 而 言 的 常数 . 而 在 式 (6) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 应 是 
frx,y) _ 
gr Docx) hl(y), 


这 里 h(y) 是 相对 于 x 而 言 的 常数 .由 此 即 得 
fx,y) = u(x) vy). 
在 练习 题 7.3 中 证 明 过 如 下 的 Minkowski 不 等 式 : 
设 h,g 在 La,bj 上 非 负 、 连 续 ,p 宇 1, 那 么 
1/ 1/ 


(| caw + go)rax) “< (| codr)“ + 人 (mood 7) 
它 和 定理 10.3.4 中 的 Minkowski 不 等 式 有 什么 关系 ? 从 表面 上 看 ,两 者 似乎 没 
。2] 。 
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有 什么 关系 ,实际 上 , 式 (7) 只 是 式 (5) 的 一 个 特例 .在 式 (5) 中 取 [Lc,dj=[L0,2]， 
7 h(x), 0 过 y 达 1， 
Ba gl) 1 2 


这 时 ， 
| for, ydy = | fcx,y)dy + | fCx,y)dy = he 

于 是 不 等 式 (5) 的 左边 变 成 
(| Cn) + gx)rdx) 

右边 变 成 

| (| Perz,pdz) “dy= | (| Pres ydxr) dy | (| pors yar) dy 

= (| mcodz) + (goodr) 

从 式 (5) 即 得 式 (7). 这 是 用 重 积 分 知识 解决 单 积分 问题 的 一 个 例子 . 


练 习题 10.3 


1. 计算 下 列 积 分 : 


le dxdy;Y = [0 和 2 
(2) ja xydxdy,T = [0,x/2] x [0,1]; 
了 


(3) [sincx + y)dxdy,7 = [0,r]?. 
2. 0 pe tie dad 


IE ER ———f(x,y)dxdy. 


3. 计算 积分 | fde (7 = [00,11Y, 


ls 和 

0, y>x?; 

Xt YY EYE 2X2， 

0， y<<X2 或 y 盖 2xX2. 

4. 利用 定理 10.3.4 中 的 Minkowski 不 等 式 , 证 明 : 对 a4 宇 0,bi 宇 0(k=1,2,*…,n),p 宇 1， 
有 不 等 式 
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(1) f(x,y)= | 


(2) f(x,y)= 
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(3 
. 设 f,g 都 在 La,bj 上 可 积 .利用 二 重 积 分 不 等 式 
| (f(x)g(y)— f(y)g(x)) dxdy 二 0， 
La, by 


证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


b 2 区 bp 
(| fx)g Cx)dx) <| Foodx| 8 (Xx)dx. 


ol 


问题 10.3 


1. 设 f 是 问题 10.2 的 第 2 题 中 定义 的 函数 .证 明 : 
(1) f(x,p/9q) 对 x 在 L0,1] 上 不 可 积 ; 
(2) fn/m,y) 对 yy 在 L0,1] 上 不 可 积 . 

. 对 (x,y)EL0,1 下 ,定义 


[oe 


ds x = 上 ,y= 上， 
gxsy) = mm m 
0， 其 他 . 


证 明 :| dx| gCx,y)dy 和 | .dy| gCx,y)dx 都 存在 ,但 g 在 [0,1]? 上 不 可 积 . 


10.4 有 界 集合 上 的 二 重 积分 


在 前 三 节 中 ,我 们 相当 充分 地 讨论 了 矩形 区 域 上 的 二 重 积 分 ,以 此 作为 基础 ， 
再 过 渡 到 任意 有 界 集合 上 的 二 重 积 分 ,就 变 成 了 轻而易举 的 事情 . 
定义 10.4.1 设 BCR?, 函 数 f:B 一 R. 今 
f(p), pE€EB, 
op = lo 了 DEEP， 
则 函数 fs 在 全 平面 R* 上 有 定义 ;如 果 限 制 在 集合 B 上 ,fs 与 f 相等 . 
定义 10.4.2 任 取 有 界 的 闭 矩 形 / 刁 B. 如果 函数 fs 在 1 上 可 积 , 则 称 函 数 f 


在 B 上 可 积 , 并 称 数值 | 7zde 为 函数 /在 B 上 的 (二 重 ) 积分 , 记 作 
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| foxswadrady 或 | fae. 


B 
可 以 证 明 , 这 个 定义 不 依赖 于 矩形 7 的 选择 .事实 上 , 设 1; 是 使 得 1; 卫 B(i=1,2) 
.的 闭 和 矩形 . 作 一 个 更 大 些 的 闭 矩 形 了 ,使 得 [ 必 Ti(i=1,2). 这 时 ,显然 有 


| fade 和 | ,fade (i = 1,2), 
从 而 有 
,fado 本 | fsdo. 


正 因 为 如 此 ,为 了 方便 ,今后 我 们 选择 7 的 时 候 ,不 妨 让 闭 和 矩形 满足 1 必 B. 

利用 Lebesgue 定理 ,可 知 函 数 f 在 有 界 集 B 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 D(fs) 
为 零 测 集 . 

下 面 给 出 的 是 f 可 积 的 一 个 用 起 来 较为 方便 的 充分 条 件 . 

定理 10.4.1 设 有 界 集 BCR ,函数 f:B>R 有 界 . 如果 集合 B 的 边界 9B 和 
f 在 B 上 的 间断 点 集 都 是 零 测 集 , 那 么 了 在 B 上 可 积 . 

证 明 ” 取 闭 矩形 了 满足 1" 忆 B. 由 于 fs 在 开 集 B* 上 处 处 为 零 ,所 以 B* 中 的 每 
一 点 都 是 fs 的 连续 点 .在 B 上 ,fs=f, 所 以 在 B 上 ,fs 的 不 连续 点 即 为 f 的 不 连 
续 点 .因此 ,我 们 有 

Dt} DC UaB. 

由 于 D( 有 ) 与 9B 都 是 零 测 集 , 故 D(fs) 也 是 零 测 集 .这 表明 fs 在 7 上 是 可 积 的 ,也 
就 是 了 在 B 上 可 积 . 0 

请 注意 ,定理 10.4.1 中 给 出 的 条 件 仅仅 是 一 个 充分 条 件 , 并 不 是 必要 的 . 例 
如 ,B 是 [0,1] 中 有 理 点 的 全 体 ,f 在 B 上 取 零 值 .这 时 fs 在 R 上 恒 等 于 0, 当然 
在 任何 和 矩形 上 可 积 ,因而 了 在 B 上 可 积 ,但 这 时 B 的 边界 是 整个 闭 正 方形 [0,1]， 
它 当然 不 是 零 测 集 . 

定理 10.4.2 设 有 界 集 BCR,f:B>R 在 B 上 可 积 ,那么 对 任何 常数 c, 隐 
数 cf 在 B 上 也 可 积 ,并 且 


| cfao = c| fao. 
又 若 8g:B>R 在 B 上 可 积 ,那么 f+tg 在 B 上 也 可 积 ,并 且 
| crx g)do = | ya + | gdo. 
证 明 第 一 个 等 式 的 证 明 留 给 读者 ,我 们 在 这 里 只 证 明 第 二 个 等 式 . 设 闭 和 矩形 
IB, 于 是 
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| crx g)do = | cf + gp)do= | fade 此 | gado 


= |, fds + |, gdo. 0 


定理 10.4.3( 积 分 的 集合 可 加 性 ) 设 B1,B;CR* 有 界 , 并 且 Bi 人 门 B; 是 一 零 
面积 集 . 若 函数 了 在 B, 和 B 上 都 可 积 ,那么 了 上 在 Bi UB:， 上 可 积 ,并 且 


J fdo = I fdo+ 1 fdo. 

证 明 ”这 时 , 除 一 个 零 面积 集 之 外 ,等 式 /aum = ja + fs 成 立 . 设 矩 形 7 

BiUB2:, 则 有 
|, fae + |, fao | fado + | fude | fa, )do. 
依 定理 10.2.4, 又 有 
| ts da | 总 mg 上 | ,fo. 0 
现在 ,通过 积分 可 以 来 定义 一 个 平面 有 界 集合 的 面积 . 
定义 10.4.3 设 BCR 为 一 有 界 点 集 .车 常 值 函数 1 在 B 上 可 积 ,那么 称 积 


分 | 1de 为 点 集 B 的 面积 , 记 为 a(B). 这 时 称 B 是 有 面积 的 . 
对 R? 中 的 任意 点 集 B, 称 函数 


Xa(p) = | 


l, pEB, 
0, pgB 
为 B 的 特征 函数 . 

利用 这 个 记号 ,有 界 集 B 的 面积 可 以 写 为 


o(B) = | ldv = | xade, 


这 里 了 是 任何 一 个 包含 下 的 闭 和 矩形 . 

大 家 自然 会 问 : 在 定义 10.2.2 中 定义 的 零 面 积 集 是 不 是 与 面积 等 于 零 的 集合 
是 一 回 事 ? 答案 是 肯定 的 .我 们 有 : 

定理 10.4.4 设 BCR 是 一 个 有 界 集 , 则 点 集 B 为 零 面积 集 的 充分 必要 条 
件 是 


a BY = | ldo = 让 
证 明 必要 性 . 设 有 为 零 面积 集 , 作 闭 矩 形 1 使 得 三 局 瑟 .考察 B 上 的 特征 函 
数 Xs, 这 时 函数 xs 在 1 上 取 非 零 值 的 点 集 正好 是 B. 由 于 B 是 零 面 积 集 , 依 定理 
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10.2.3, 知 Xs 在 7 上 可 积 ,并 且 
o(B) = | qe = | xsdc =: OQ; 


这 正 表明 点 集 B 的 面积 为 零 . 
在 证 明 充 分 性 之 前 , 先 证 明 B 的 特征 函数 Xs 的 一 条 简单 的 性 质 : 


D(ay 二 dB, (1) 
即 xs 的 不 连续 点 的 全 体 是 B 的 边界 3B. 事 实 上 ,因为 
R*? = B' U9B UB')., (2) 


在 开 集 B 和 (B*) 上 ,Xs 分 别 为 1 和 0, 所 以 xs 在 B" 和 (B*)" 上 都 连续 ,因而 
D(Xs)C9B. 任 取 pE9B, 则 在 p 的 任何 小 邻 域 中 既 有 B 中 的 点 p ,也 有 Be 中 的 
点 p ,而 Xs(p )=1,Xa(p )=0, 因 此 Xs 在 p 处 不 连续 ,从 而 39BCDCXs), 所 以 
式 (1) 成 立 . 

充分 性 .因为 cCB)=0, 所 以 下 必定 没有 内 点 ,否则 将 有 c(B) 二 0. 又 因 Xs 可 
积 ,所 以 D(Xs) 是 一 零 测 集 ,由 式 (1) 知 9B 是 零 测 集 , 而 2B3 是 有 界 闭 集 , 所 以 3B 
是 一 零 面积 集 .由 于 B = 名 ,再 由 式 (2) 知 BC9B, 所 以 B 是 零 面积 集 . 

下 一 定理 提供 的 判别 一 个 集合 有 面积 的 法 则 更 加 便于 应 用 .从 定理 10.4.4 的 
证 明 中 可 以 看 出 下 面 定理 的 正确 性 . 

定理 10.4.5 设 有 界 集 BCR?, 则 B 有 面积 当 且 仅 当 B 的 边界 9B 是 一 零 面 


积 集 . 
根据 定理 10.4.5 和 10.2 节 中 的 例 1 和 例 2 可 知 ,如 果 巨 是 由 有 限 个 连续 曲 
线段 围 成 的 集合 ,或 是 由 有 限 段 光滑 参数 曲线 围 成 的 集合 ,那么 B 是 有 面积 的 .这 
些 是 数学 分 析 中 常见 的 集合 .但 是 ,并 非 一 切 有 界 点 集 都 是 有 面积 的 .例如 ,用 B 
来 记 正 方形 L0,1]* 中 的 有 理 点 的 全 体 ,这 时 3B 就 是 这 个 边 长 为 1 的 正方 形 , 从 而 
o(9B)=1, 所 以 B 虽然 有 界 , 但 没有 面积 . 
作 积分 必须 在 有 面积 的 集合 上 进行 . 
设 B 是 R? 中 的 有 界 集 ,f 在 B 上 可 积 ,我 们 有 
| fae = | fade = ln Dfatt rl), (9) 


1xl~ 
这 里 了 是 包含 B 的 一 个 矩形 .从 图 10.5 可 以 看 出 ,小 矩 
形 { 7 可 分 为 三 种 类 型 :0 I 站 B= 2B;@ 1;:CB;®@ 7 
门 B 天 条, 但 万 性 B. 对 中 和 加 两 类 大 ,总 可 取 到 6; € 
Ti, 但 6 对 B, 因 而 fa(6;)=0. 所 以 式 (2) 中 的 和 式 只 需 
对 那些 完全 包含 在 B 中 的 1; 求 和 ,而 这 时 fa (6;) = 


[HHHEEEEEEEEH 
HR 
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FE) ,因而 式 (3) 可 写 为 


| Fills = i 3 je 


1 xl 一 
其 中 JI;CBC(i=1,2,…,m). 

现在 有 了 面积 的 概念 ,我 们 可 以 考虑 这 样 的 问题 : 设 B 是 R* 中 有 面积 的 点 
集 ,f 在 B 上 可 积 . 考察 把 B 分 成 任意 有 限 多 个 两 两 不 相交 的 有 面积 的 小 块 
Di(i=1,2,…,m) 的 分 割 了 ,TT 的 宽度 | T | 定义 为 

| 可 如 | 是 三 max diam( Di). 

对 两 个 不 同 的 分 割 了 和 7T ,我 们 称 T' 比 T 细 , 记 为 TT' ,是 指 T 中 每 个 小 块 在 
T' 中 又 被 分 成 了 有 限 多 个 小 块 . 固定 分 割 了 ,在 每 个 小 块 Di 中 任 取 点 6, 作 


Riemann 和 


S(f,T) = D180 D). 
我 们 问 , 是 否 有 
lim > 7, )o(D) = | fdo? 


1 7 -01 
结论 是 肯定 的 .我 们 有 : 

定理 10.4.6 设 B 是 R 中 有 面积 的 点 集 ,f 在 B 上 可 积 . 对 B 的 任意 分 割 
作 Riemann 和 ,那么 对 任意 的 &; ED;i(i=1,2,…,m), 有 


i Ps, yt DD = |， Fas 


| TI—01 
也 就 是 说 ， 对 任意 给 定 的 s 二 0， 存在 6 二 0, 只 要 分 割 T= (Di,D;,…,D) 满 足 
| 工 咱 二 6, 就 有 


| >) 帮 ED)cCDi) -| fao < 
i=1 


证 明 因 了 在 B 上 可 积 , 故 对 任意 的 s 盖 0, 存 在 和 矩形 网 的 分 割 re = {J)， 
JJ ) ,使 得 


SCf ,re) (fi 二 六 
即 
> Csup FJ — inf FJiD)c(CJi) 本 (4) 
这 里 /二 BCGi=1,2,…,m). 现 在 把 子 逢 形 /的 每 一 边 平行 地 向 矩形 内 部 收缩 
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一 距离 6 之 0, 作 成 一 个 开 和 矩 形 J;CCJi(i=1,2,…,1)( 图 10.3). 记 
Kk=IN(UN), 

这 里 了 是 所 有 包含 在 正中 的 闭 子 和 矩形 凡 的 并 .显然 K 是 闭 集 . 现 取 6 二 0 充分 小 ， 

使 得 oC(K) 二 e/(2w), 这 里 w 是 f 在 B 上 的 振幅 .对 这 个 选 定 的 $S 之 0, 任 取 分 割 

T= {Di,Ds,…,D), 使 得 1 了 过 6, 记 4 = | fdo, 那 么 


A | fao. (5) 
i=1 


设 f 在 D; 上 的 上 、 下 确 界 分 别 为 Mi; Nis ,那么 
ds. fds < Mio( Di). 


记 4 = 7 区 ,fde ,那么 mi 过 p< Mi, 且 |,fdo = pio(Di). 由 式 (3), 得 


于 是 
14- Dfé)e f(€)) 06D) | 
i=1 i= 
< | -FED)|cCDi) 
i=1 
< Mi - mi)o(D;) 
i=1 
= wot Dy 
el 
= 3 + S52, (6) 
其 中 
= SOsD), B= SwwlDi). 
DiCK DEK 
若 记 w 为 1 在 B 上 的 振幅 ,那么 
.ww Dj 0Di) < w(K) 一 号 ， (7) 
DiCK 


对 5;, 由 于 D; 玉民 ,这 样 的 DD; 必 与 某 个 也 相交 ,因而 必 有 Di C 万. 因此 有 
区 二 >》 Swot Di) 


j=1 DiCJi 
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1 
过 之 Csup f 1)) — inf FJ)) 之 oD') 


< Dupfo ) ~ inf fa) < (8) 
这 里 已 经 用 了 不 等 式 (4) .把 式 (7 和 起 (8) 代 入 式 (6)， 和 
定理 10.4.7( 积 分 平均 值 定理 ) 设 K 是 R* 中 由 有 限 条 光滑 曲线 围 成 的 有 界 
闭 区 域 ,函数 f,g:K 一 R 连续 且 g 在 K 上 不 变 号 .于 是 存在 一 点 5E 天 ,满足 
| fgds = /6)| gdo. 
证 明 连续 函数 g 与 fe 在 K 上 都 是 可 积 的 .因为 K 是 紧 致 集 , 所 以 连续 函数 
f 在 K 上 取得 最 小 值 f(a), 也 取得 最 大 值 f(b). 设 在 K 上 8g8 宇 0, 于 是 
fla)g(p) 达 fl(p)g(p) 寺 f(b)e(p) 
对 一 切 PE 天 成 立 . 作 积 分 后 ,得 
fo)| gde <| pedc 之 /Cb)| gdo. 


如 果 | gdo = 0, 那 么 g(p) = 0 对 一 切 p EK 必 成 立 ,这 时 定理 自然 正确 . 现 设 
| .gde > 0, 于 是 


flay Se (| gdo) | fae a CbY. 
由 于 K 是 连通 集 ,而 f 在 K 上 连续 , 故 介 值 定理 保证 了 存在 一 点 6€ KK ,使 得 
f= (| gde) | jgde. 


这 就 是 需要 证 明 的 . 
如 果 取 g =1, 那 么 得 到 : 
推论 10.4.1 设 K 是 R 中 的 有 界 闭 区 域 ,函数 在 K 上 连续 ,那么 存在 一 
点 5E 天 ,使 得 


| yav = JE oCKY. 


练习 题 10.4 


1. 证 明定 理 10.4.5. 
2. 证 明 : 
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dxdy 
lL a 100 + coS2X + cos:y 
3. 设 BCR? 是 一 有 界 集 ,那么 B 有 面积 的 充分 必要 条 件 是 ,对 了 之 B 的 矩形 了 的 任何 矩形 
网 分 割 x, 均 有 


lim D2) ol1) = lim 2yo1). 
1r1--07CB 


1z1-07 有 5 


10.5 有 界 集 合 上 积分 的 计算 


对 有 界 集合 上 积分 的 计算 ,我们 有 : 
定理 10.5.1 设 点 集 
B= {(x,y):y(x) CyZ yx),a Cx b}, 
其 中 函数 mm 和 y; 在 [a ,bj] 上 连续 (图 10.6), 函 数 了 在 B 上 可 积 . 如果 对 任意 的 
XELa,bj], 单 变量 积分 | 
Preps 
存在 ,那么 
》 ya (x) 
y=y2(x) | fdo = le dz| fox, y)dy. (1) 
证 明 令 
c= infy(la,b]l), d= sup y:(La,b]), 
于 是 1=La,b]XxLc,dj 刁 B. 由 于 ff 在 B 上 可 积 , 所 以 
一 fs 在 TI 上 可 积 ,并 且 
10.6 | ya = | feds: 


由 所 给 条 件 知 ,对 每 一 个 xE[a,b ,函数 户 (x,…) 在 [c,d] 上 可 积 (这 是 因为 
这 个 函数 在 (c, yi (x)) 与 (yz(x),d) 上 都 等 于 零 , 所 以 它 在 [c, yi(x)] 与 
[yz(x),dj 上 可 积 ,而 它 在 [yi(x),ys(x)] 上 的 可 积 性 是 定理 的 一 个 条 件 ). 
依 定理 10.3.2, 有 


y=y1(7) 


PR 


(= 


| fado = | ax facx, yay, 
但 是 
“3 
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1 (X Xx d 
| faCx, ydy = fo pay + farady + | ,fax ydy. 

由 于 上 式 右 边 的 第 一 个 和 最 后 一 个 积分 的 被 积 函 数 是 零 ,所 以 

d y2 (Xx) y2 (x) 
| fal(x,y)dy = | fady = | fpay. 
最 后 得 到 
| fas = | az| ”7ex )dy 0 
B a y1 Cx) 3 . 


类 似 地 ,如 果 B 是 这 样 的 集合 : 
B= {(x,y):xi(y) xxa(y),c RyZd)}, 
其 中 函数 xi 与 xs 在 [c,d] 上 连续 ,f 在 B 上 可 积 , 且 对 每 一 个 y€ELc,dj, 积 分 


| fCxoy)dx 存在 , 则 有 
y 


xX1 


d xo(y) 
J ,fa = | ay) feywax, (2) 
见 图 10.7. 
例 1 计算 积分 


双 = |[x yaxdy, 


B 
其 中 B 是 图 10.8 中 所 围 成 的 三 角形 . 


图 10.7 
解 ”这 时 B 的 上 、 下 边界 的 方程 分 别 为 
y= Dx 和 y=0 (和 妆 X 芝 27。 


依 公式 (1) ,可 得 
b 

ee i = 二 | x 有 | 尝 

a | azx| dy 3 me (y y= 
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例 2 计算 积分 
4 = | + y:)dxdy, 
其 中 B 是 由 两 组 平行 直线 
y=a,y=3a; y= Xx,y=x+a 

所 围 成 的 平行 四 边 形 . 

图 10.9 中 ,对 <>0 的 情形 画 出 了 这 个 图 形 . 

解 ” 这 时 ,如 果 利 用 公式 (1) 就 不 合算 了 ,因为 
刻画 集合 B 所 需要 的 下 、 上 边界 yi 与 y 要 用 分 段 
函数 才能 表示 .采用 公式 (2) 对 我 们 有 利 .事实 上 ,这 
时 左 、 右 边界 的 方程 分 别 是 x=y 一 a 和 x=y, 这 里 
yElLa,3a]. 


计算 积 


3a y 
A=| dy| (X2 十 好)dx 
-pel 


A= | yaxay ， 


其 中 B= {(x,y):|x|+|y| 志 1). 

解 ”这 时 B 是 以 (1,0),(0,1),( 一 1,0)， 
(0, 一 了 四 点 为 项 点 的 正方 形 ( 图 10.10). 无 论 
采用 公式 (1) 还 是 公式 (2) ,都 不 得 不 将 B 分 
块 处 理 . 当前 ,有 两 种 分 块 的 方式 :第 一 种 是 
把 横 轴 的 下 边 和 上 边 的 两 个 三 角形 分 别 记 为 
B1 和 B:; 第 二 种 是 把 纵 轴 的 左边 和 右边 的 
两 个 三 角形 分 别 记 为 C1 和 Cj. 对 这 个 具体 
的 问题 ,由 于 被 积 函 数 的 性 质 , 这 两 种 分 块 方 
式 带 来 的 计算 过 程 的 繁 简 程度 是 不 一 样 的 . 
我 们 采取 第 一 种 分 块 的 方式 .在 定 积 分 中 ,我 


3a 
dy + a| ydy = 14a 


例 3 计算 积 
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们 学 过 奇 函 数 在 一 个 关于 原点 对 称 的 区 间 上 积分 为 零 , 所 以 可 以 立刻 得 出 
| yaxay 过 | yay| xdx = 0， 


B1 


"| l—y 
| xy:axay a | yay| xax = 
B2 


由 此 可 见 
| axey 和 | Xy2dxdy al xy*dxdy = 0. 


如 果 采 用 第 二 种 分 块 的 方式 ,计算 将 复杂 许多 . 

如 果 我 们 对 积分 有 比较 深刻 的 认识 ,并 且 注 意 到 积分 域 的 几何 对 称 性 和 被 积 
函数 的 奇偶 性 ,那么 求 这 个 积分 完全 不 需要 任何 计算 . 

事实 上 ,我 们 的 积分 域 B 是 关于 纵 轴 对 称 的 ,并 且 被 积 函 数 xy” 对 固定 的 y 
而 言 是 x 的 奇 函 数 .在 作 Riemann 和 的 时 候 , 如 果 我 们 对 B 作 分 割 时 照顾 到 这 种 
左右 对 称 的 特征 ,就 是 说 在 纵 轴 的 左边 取 一 小 块 ,其 面积 为 do ,那么 就 在 纵 轴 的 右 
边 取 一 个 与 之 对 称 的 小 块 ;如 果 在 左边 的 小 块 上 取 (§,7) 作 为 值 点 ,那么 就 在 右边 
的 小 块 上 取 对 称 的 点 (一 ,7) 作 为 值 点 .这 两 部 分 在 积分 和 中 的 贡献 就 是 7*do 十 
(一 全 Pdo =0, 因 此 积分 和 也 等 于 零 , 从 而 积分 值 4 也 必须 是 零 . 

这 虽然 是 一 种 特殊 的 分 割 和 对 值 点 的 特殊 选取 ,但 是 在 确认 了 函数 f 是 可 积 
的 情况 下 ,这 种 做 法 是 合理 的 . 

例 4 计算 累 次 积分 


1 Vy . 
A = | dy| 3DXdx . 
0 dy Xx 


解 在 5.4 节 中 ,我 们 曾经 指出 (sin x)/x 的 原 函 
数 是 不 能 用 初等 函数 表达 的 .因此 ,按照 题 中 指定 的 顺 
序 来 计算 4 是 不 可 能 的 .我 们 必须 先 交换 累 次 积分 的 
顺序 ,再 进行 下 一 步 . 因此 ,应 先 将 这 个 累 次 积分 “还 
原 ” 为 二 重 积分 . 为 此 ,应 当 确 定 积分 域 B. 由 本 题 看 
出 ,B 是 由 曲线 Y=y,x=VvVy 和 y=0,y=1IL 所 围 成 的 
图 形 ( 图 10.11). 

对 照 这 个 图 形 , 便 很 容易 把 累 次 积分 改变 成 如 下 I 
的 顺序 计算 出 : 


1 时 ] 1 5 
A= | dx| , 22“<dy = | (x — x) Xdx 
0 E43 , 0 Xx 
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= |.G- osinxdx =1- sinl. 口 
例 5 计算 由 两 个 圆柱 体 + 六 过 a? 和 和 大 + 到 委 a2 交 成 的 体积 . 
解 在 图 10.12 中 画 出 了 这 个 立体 在 第 一 填 限 中 
的 那 一 部 分 ,整个 体积 A 就 是 这 一 部 分 体积 的 8 倍 . 
因此 
A=8 | Va’ — x dxdy 


0 
a sf Va -wdx| "ay 
图 10.12 = so -xdx = 卉 a:. 
这 与 7.1 节 中 的 例 6 计算 的 结果 是 一 致 的 . 0 


练 习题 10.5 


1. 计算 下 列 积分 : 
(1) | cosCx + y)dxdy, D 由 x=0,y=x,y=x 围 成 ; 


“D 
(2 | oraxady， D 由 y*=4x 和 x=1l 围 成 

D 

(3) | eaxay， D= {Cx,y):|x|+|y|<1}; 


EL 
D 


| xy | dxdy, D= {(x,y):x:+ ya’?); 
D 

(5) | xeosxydxdy, D={(x,y):x:+ y:<a’}; 
D 

(6) | | cos(x + y) | dxdy, D=[0,1]; 
D 

(7) | >*dxdy, D 由 旋 轮 线 

li eta 


(0 过 it<27n) 
y= a(l— cost) 


与 y=0 围 成 ; 
(8) | [> + 站 dzdy, D=[0,2. 
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. 改变 下 列 累 次 积分 的 次 序 : 
1 x2 € Inx 
Jax| Fox, Wdys (2) jax| fx ydy; 
1 x b x 
(3) Jax| ,fry dy; (4) | dx| xyy)dyi 
1 1-x2 1= 
(5) | dx| raf XY)dy; (6) |.ax| f(x,y)dy; 


(7) | dz|” flx,y)dy. 


. 设 f 为 一 元 连续 函数 .求证 : 


jaxf popowdy = 去 (| rod) 


. 设 为 连续 函数 .证 明 : 


| ax| fC)ay = | — 17CrDdt. 


- 设 函 数 f 连续 .证 明 : 


bp rx fy bp rb rb 
| dx| dy| f(x,y,z)dz = | dz| dy| f(x,y,z)dx. 


. 设 函 数 f 连续 .证 明 : 


| ac| ay| FoF fz)dz E 寺 (| far) 


. 设 函 数 了 连续 .证 明 : 


| ae fcz)dz = | =- fd 


. 设 f 为 连续 函数 . 求 极 限 


lm | on 


x 2 <r 


10.6 二 重 积分 换 元 


在 本 教材 上 册 的 6.4 节 中 ,已 经 看 到 定 积 分 换 元 (或 称 变量 代 换 ) 在 计算 积分 
时 发 挥 过 多 么 重要 的 作用 .在 那里 , 换 元 的 唯一 目的 是 把 被 积 函 数 变 得 比较 简单 ， 


得 便于 求 出 原 函 数 .在 换 元 之 下 ,一 个 积分 区 间 被 变 成 另 


有 任何 便宜 可 讨 . 
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二 重 积 分 也 有 换 元 的 技巧 ,但 是 , 换 元 有 两 个 目的 :第 一 是 把 被 积 函 数 简化 ;第 
二 是 把 积分 域 简化 . 相 比 之 下 ,在 很 多 场合 下 ,第 二 个 目的 远 比 第 一 个 目的 重要 .可 
以 想到 ,如 果 通 过 换 元 能 够 把 一 个 由 曲线 围 成 的 积分 域 变 成 由 四 条 直线 围 成 的 域 ， 
甚至 变 成 一 个 矩形 , 那 将 带 来 多 大 的 方便 .在 积分 域 得 到 简化 的 条 件 下 ,这 时 哪怕 
把 被 积 函数 和 弄 得 更 复杂 一 些 , 我 们 也 认为 是 值得 的 . 

除了 上 面谈 到 的 这 一 点 区 别 之 外 ,二 重 积分 的 换 元 公式 与 定 积 分 的 换 元 公式 
倒是 没有 什么 差别 ,甚至 可 以 说 是 完全 相似 的 .为 了 看 清 这 一 事实 ,我 们 回顾 一 下 
定 积分 换 元 公式 (上 册 定 理 6.4.2). 这 里 ,我 们 不 是 完全 照抄 定理 6.4.2, 而 是 把 它 
按照 现在 的 需要 加 以 改写 . 

设 函 数 下 在 闭 区 间 1= [La.bj] 上 连续 ,函数 9 在 区 间 J=La,PB] 上 连续 可 导 , 并 
且 2 (1) 关 0 对 一 切 1 EJ 成立,1= 9(J) ,那么 


| Feopadz = | Fp) | er) | dt (GD) 


nb B 
| = 旦 上 =|. (2) 
公式 (1) 看 上 去 与 定理 6.4.2 中 写 出 的 公式 有 些 不 同 , 实 际 上 它们 是 一 样 的 . 
这 是 因为 , 当 8 全 0 时 ,变换 x= 9(1) 把 区 间 J 递增 地 变 为 了 ,这 时 式 (1) 就 是 
| Foodx = [Fo pC) 9 drs (3) 


如 果 9g 二 0, 那 么 当 上 从 左 到 右 地 扫 过 区 间 J 时 ,函数 9(1) 从 右 到 左 地 扫 过 区 间 
7 .也 就 是 说 ,此 时 9p(a) = b,98(B) = 4a. 因 此 公式 (1) 变 为 


b 有 
| F(x)dx s=| Fo p(t)9 (t)di. 


在 这 里 ,我 们 规定 


总 之 ,有 
p(B) 如 
| FOrdx = | F°» 9(t)9 (1)di. 
F(a) a 


这 正 是 定理 6.4.2 中 的 公式 . 
现在 对 上 面 的 讨论 作 一 点 几何 解释 .如果 2 (>0 在 Le,8] 上 成 立 , 自然 就 
保证 2 是 严格 递增 的 .我 们 把 x= 9(1) 看 成 是 把 La,B] 中 的 点 变 成 [a ,bj 中 的 点 
的 一 个 映射 ,这 个 映射 是 可 道 的 .La,Bj 的 一 个 有 代表 性 的 子 区 间 [Lii-1,t;j] 被 一 对 
一 地 映 成 了 [La ,bj 的 子 区 间 [Lxi-i,xij]=[9(ti-1),9(ti)] (i=1,2,…,n). 由 等 
式 Axi = 9'(ti)Ati, 可 得 
AXi Xi — Xi-l 


— 一 一 区 _ 
Ai 的 了 全 9 (ri), 
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其 中 zt; E(ti-1,1i). 这 个 式 子 表明 ,变换 后 的 子 区 间 与 变换 前 的 子 区 间 的 “长 度 
比 ? 等 于 9' 在 子 区 间 (t;-1,1;) 内 某 一 点 上 的 值 .在 无 穷 小 的 意义 上 ,9 可 以 被 说 成 
是 映射 x = 9p(1) 对 线段 的 “伸缩 比 ”. 

现在 来 讨论 二 重 积分 的 换 元 公式 . 设 有 界 闭 域 DCR? ,连续 函数 下 : D 一 R. 映 
射 9 由 公式 

X= Xu), y= y(u,v) ((u,v) € A) (4) 

定义 ,其 中 A 是 uv 平面 上 的 有 界 闭 区 域 . 设 映 射 9 是 正则 的 , 即 9 是 从 A 到 D 上 
的 一 对 一 的 映射 ,9p 在 A 上 连续 可 导 , 并 且 


ax 9x 
ou 9v 

aCx,y) _ 

ga(u,v) 9y ay 大 内 (5) 
9u 91 


在 A 上 成 立 . 
我 们 一 再 提 及 ,Jacobi 矩阵 相当 于 一 元 函数 的 导数 ,由 此 不 难 联 想到 Jacobi 


行列 式 det Jp 的 绝对 值 | 了。 32 | 就 相当 于 映射 (4) 对 面积 的 伸缩 比 .有 了 这 一 观 


De 应 是 : 
定理 10.6.1 设 R? 中 的 有 界 闭 区域 D 有 面积 ,函数 :D>R 连续 ,映射 


X= XxX(Uu,v), 


9: ((u,v) € A) 


y= y(u,v) 
是 从 A 到 D 上 的 正则 映射 , 即 9 将 A 一 对 一 地 映射 成 D,p EC'(A), 并 且 在 
2 | 


ax ax 
a(x,y) 9u 9v 
dk jp = Asp 0， 
Sy a(u,v) 9y 9y 
du 9v 
那么 
了 ,| 9(x,y) 
Fewaray . | 9(u so)| 了 | dudv， (6) 
也 可 以 写成 
| F(x, yydxdy = | ee,w), yu 0)) | 2 du (7) 


9(A) 


为 证 明 此 定理 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 10.6.1 设 正则 映射 9 把 R? 中 以 
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(uo, 2o)， (uo + h,vo), (uo + h,vo + k), (uo, Vo + k) 
为 顶点 的 矩形 A 一 对 一 地 映射 为 pC(An), 那 么 
. ol(p(A)) _ |9(x,y) 
$Y oCAm) ™ |aCu,v) 

证 明 从 图 10.13, 可 以 看 出 
ol(p(Am)) 人 | ((uo 村 h, vo) — (uo, V0)) Xx (9(uo, Vo + k) — (uo, V0)) | 8 


(8) 


(ug vo) 


Pp(uoth, votk) 
(uo,Votk) (uoth,vVotk) 


9 (uoth,vVo) 
(Uo,V0) (uoth,vV0) ee 
图 10.13 
由 于 
_ 90 
(uo t+h,vV0) — (uo,vV0) = Fu Wor v0)h 十 上 ， 
_ 99 
puos 20 十 人 ) 一 9CU 20) = Fw Yor Vo)k + 7， 
其 中 
él = oh), | nl = oC(k), 
所 以 
9 9 
op (Amn) ~ | uv) x FPCu0s v0) | hk + oChk), 
或 者 
ol(p(Am)) _ | 99 . ag 
ee | Fu Wo 00) X 3 uo V0) | + o(l). (9) 
因为 
i 7] 天 
AX 9x 
99 x 29 - au av | 
gu 9v ag(u,v) 
ay ay 0 
qu 9 
所 以 


。 38。 


第 10 章 多 重 积 分 


g(x,y) 
a(u,v)| 


ex) = 
ou x 名 


把 式 (10) 代 入 式 (9), 即 得 式 (8). 
现在 开始 证 明定 理 10.6.1. 用 矩形 工 把 zz 平面 上 的 财 区 域 A 覆盖 起 来 ,用 两 
族 平行 直线 uw = ui;(i=0,1,…,m) 和 v= wv;(j=0,1,…,n) 分 割 1, 其 中 
Wo Wi 
邻 AUi=ui- Wiili=1,2,. ,Mm), Avi= vj- -1(j=1,2,…,n). 我 们 一 共 得 
到 mn 个 矩形 ,在 映射 9 的 作用 之 下 ,它们 变 成 了 xy 平面 上 mn 个 “ 曲 边 平行 四 
在 作 积 分 和 的 时 候 , 我 们 只 需 考 虑 那些 完全 被 包含 在 D 中 的 “ 曲 边 平行 四 边 
形 ”, 把 它们 记 为 D;(i=1,2,…,k), 即 D; = 9(A;), 其 中 A;(i=1,2,…,kk) 是 完 
全 被 包含 在 A 中 的 和 矩形. 任 取 一 点 全 EDi ,并 设 Ai 中 唯一 的 点 6; 使 得 9 (8;) = 
ni(i 三 1,2,… ,kk). 作 积分 和 


(10) 


k 
Dj Fi) oD,). (11) 
i=1 
由 引 理 10.6.1, 可 知 
ol(D;) 一 | det Jp(é,) | (CAi) (1 = 1,2,.…,k), 
代入 式 (11) ,可 得 


PF)acp ) ~ Pr. 9p(E;) | det Jp(E€;) | olAi). (12) 
在 分 割 无 限 加 细 的 极限 过 程 中 , 式 (12) 两 边 的 差别 将 消失 . 由 定理 10.4.6, 得 到 
| Fas = | Fe 9 | detJp | do. 
这 就 证 明了 二 重 积分 的 换 元 公式 (7). 
下 面 看 几 个 例子 . 
例 1 设 D 是 由 四 条 抛物 线 y* = px,y” = 


qx,，X* 三 ay,X* = by(0 二 p 二 q ,0 二 a 二 b) 所 围 成 
的 区 域 (图 10.14). 计 算 D 的 面积 和 二 重 积分 


1 
A = || 二 dxd ’ 
D 2 
解 引入 参数 u,v ,使 得 


六 三 WE 花 导 人 贸 ， 


其 中 pP 和 受 xw 委 dg,a 委 v" 委 0. 这 说 明 ,在 这 种 变换 之 图 10.14 


>| 


“| 
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下 ,图形 D 变 成 了 uv 平面 上 的 矩形 [p,qjXxLa,bj. 解 出 x 和 y, 得 到 
EE (UNS, Y= (we. 
通过 简单 的 计算 ,可 得 
ax,y) _ _ 1 
a(us,v) 3 
于 是 


ee Te Sn _ 
sp) = | do = 村 | zj| ,av = 去 (q- DB 一 0). 


注意 到 xy = uv, 便 有 
| 


= $ng-Inp)(nb- Ina) 

-1 4 也 

= dy 吕 
例 2 设 D 是 由 x=0， a 

A= ep 人 y)dxdy， 


这 里 ,记号 exp(1)=e'. 

解 ”集合 D 是 一 个 三 角形 闭 区 域 (图 10.15) ,形状 并 不 复杂 ,这 时 二 重 积分 计 
算 的 困难 是 由 被 积 函 数 所 造成 的 .此 外 ,还 要 注意 ,这 时 被 积 函 数 虽然 在 原点 处 没 
有 定义 ,但 它 在 D\{(0,0)} 上 是 有 界 的 : 


0< exp(F7 3)= exp(1- 2 )<e; 


X+y 
因此 积分 存在 不 成 问题 . 
令 x 一 y=u,x+y=v, 由 此 解 出 
x 二 人 y= 一 


这 个 映射 把 wz 平面 上 的 闭 区 域 A={(Cuyuo):| zl 委 v,0 受 2 及 1) (图 10.16) 映 成 
xy 平面 上 的 闭 区 域 D, 而 且 显 然 是 一 一 对 应 的 .这 时 ， 
9Cx,y) _ 1 


a(u,v) 2° 
由 积分 换 元 公式 ,得 到 
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du 


A= eavav 二 二 | dj e“w "du = | ve | 
2 小 2J0 -J 2J0 


uw=-—v 


1 
= | ve- el)dv = 了 ee 


图 10.15 
现在 来 介绍 一 种 常用 的 换 元 一 一 极 坐标 换 元 . 令 
X=rcos0，y=rsno0. (C13) 
这 时 ， 
aCx,y) _ Bed es 网 
oa(r,0) sin0 rcos0 
如 果 当 (r,0)EA 时 ,映射 (13) 将 A 一 对 一 地 变 为 D, 那 么 
| Fre yydxdy = | Fryeos Os, rein Ordrdg. (15) 
D A 


细心 的 读者 不 难 发 现 , 公 式 (15) 应 当 只 有 在 区 域 A 不 包含 着 极点 时 才 成 立 . 
如 果 A 包含 着 极点 ,显然 由 式 (14) 可 见 ,在 极点 上 Jacobi 行列 式 等 于 零 ,不 符合 换 
元 所 要 求 的 条 件 .事实 上 ,即使 在 这 样 的 一 个 点 上 不 满足 条 件 , 换 元 公式 仍然 成 立 . 
严格 的 证 明 就 不 在 这 里 给 出 了 . 

例 3 设 球体 x?:+y +z?<a? 被 柱 面 x*+y*=ax 所 截 . 求 截 下 的 体积 . 

解 ”我 们 只 需 计算 上 半球 体 被 截 下 的 体积 ,然后 乘 以 2 即 可 . 设 

三 《KEY 和 天 a} 
先 来 算出 
A=|| va- -ydxdy. 
用 极 坐标 换 元 ,得 
A= | aol" Var rdr = 2 do] + Yar rdr 


a 
0 
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三 汉 2 n/2 
dg = Za’|" (1 sim’0)do 


3[ Ca = pe 


r=acost 


i Sly ee 


a) [1 Bl 00 ag 


/2 


a’ (0 + cos 0 — cos 0 ， 
-和 


因此 欲求 的 体积 是 全 (要 -号 )as， 


ll 


例 4 求 档 加 各 + 吉 =1 所 包围 的 面积 


解 记 D= | (xz 六 :五 + 天 1 ,所 求 的 面积 为 | axay .为 计算 这 个 积分 , 作 
广义 极 坐标 变换 


X= arcos0, y= prsinO0， 


它 的 Jacobi 行列 式 为 
9(x,y) acos0 — arsinO 
= = abr. 
atr,0) bsin 9 brcos 0 
由 此 得 


1 工 『2r 
| dxdy = | | abrdrd0 = xab. 
D 


在 极 坐 标 换 元 中 ,由 Jacobi 行列 式 带 来 的 因子 7 ,可 能 使 被 积 函 数 变 成 其 原 函 
数 能 够 求 出 的 新 形式 .下 面 是 一 个 有 趣 的 例子 . 


2 


例 5 计算 积分 | edx . 


解 在 上 册 第 5 章 的 结束 语 中 ,我 们 已 经 提 到 e-* 的 原 函 数 是 不 可 以 用 初等 
函数 来 表达 的 .因此 ,局 限 在 一 元 函数 之 内 ,这 个 积分 值 是 无 法 直接 得 到 的 . 
对 任意 的 R 二 0, 考 虑 矩形 [ 一 R,R]X[L 一 R,Rj] 上 的 二 重 积分 


I(R) = | er ty dxdy. 
[-R,R]2 


将 它 化 成 累 次 积分 后 ,有 
neRy= {| 2*) =a(| es). 
另外 ,我 们 知道 , 圆 盘 x + 六 二 R? 完全 包含 在 L 一 R,RJ 内 ,而 圆 盘 x? + y? 
二 
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三 2R?* 完全 包含 了 L 一 尺 ,R 王 .由 此 可 得 
2 2 R 2 2 2 2 
由 dy 4(| exdx) < J e+ gdxdy. 


x +y <R? x2+y <2R? 


利用 极 坐 标 换 元 公式 (15) ,得 出 
] ee+y)d dy = | ao| -rd ee >Re 
xdy = |， re dr=x e ， 


x2+y SR 


又 有 


edxdy = x(l — er ). 


x2 + y 2R2 


R 2 
ntl Bs) <4(| Se i ) nl -ee ). 


今 R 一 ++ co ,得 


最 后 得 到 所 谓 的 “概率 积分 ” 


练习 题 10.6 


1. 计算 下 列 二 重 积分 ， 
GD | =- mesinGx + yydxdy, 其 中 万 是 由 四 点 (x,0),(2xz),Cry2r),(0,z) 顺 次 连 成 
的 正方 形 ; 
(2) | (e+ yaxqy, 其 中 成 是 由 曲线 x 一 六 =1,x? 一 六 =2,xy=1 和 蕊 =2 围 成 的 图 


形 在 第 一 象限 中 的 那 部 分 . 

2. 计算 由 下 列 曲线 围 成 的 图 形 的 面积 : 
(1) (aixt+ biy+c1) +(asxt+ bsyt+ cs)*=1, 其 中 a1bs 关 azbi; 
(2) Vx+Vy=Va,x=0 和 y=0. 

3. 求证 : 


flx + ydxdy = | fid. 
=1 
1xl+lyl 和 1 


4. 设 忆 是 由 曲线 xy=l,xy=2,y=x 和 y=4x 围 成 的 图 形 在 第 一 象限 中 的 那 一 部 分 . 
求证 : 
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[copdxdy = In2| fear. 
5. 计算 下 列 二 重 积分 : 


qa) |‖ sin VET ydxdy: (2) 了 VR™— x — yrdxdy; 
x + A x2 +y2 <Rx 
;| arctan Tdxdy; ， VX + ydxdy. 
2+y 2 一 1 x + 吧 2 <x+y 


设 常数 a,b>0,， 


D = (Gy) 0) 
计算 二 重 积分 
| 三 + 上 dry 
问题 10.6 
1. 证 明 : 


1 
I Cxy)9 ddy = jrar. 
[o,12 


2. 设 常数 a,b 不 全 为 0. 求证 : 
J flax + by+c)dxdy = ?| v1= ft Va’ + b+ eddt. 


x2+y2<1 


3. 设 了 是 单 变量 函数 , 且 连 续 可 导 . 令 
FCD = |‖ fo)dxdy. 


Lo, 


求证 : 
2 


(ly F(t s rh, + | xyf’ (xy)dxdy ) ; 
[0.1 


(2) 下 (EY = 二 | f(s)ds. 
4. 计算 二 重 积 分 : 
| ss txrdy 
Xy(ln2x + ln2y)” 
其 中 D 是 由 在 第 一 象限 里 的 圆周 开 + y=1 与 直线 x+y=1 所 围 成 的 图 形 . 
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10.7 三 重 积 分 


在 前 六 节 中 ,我 们 已 经 详细 地 讨论 了 二 重 积分 的 基本 内 容 , 并 且 指 出 ,多 元 函 
数 的 多 重 积 分 在 概念 和 理论 上 都 与 二 重 积分 一 样 . 

我 们 是 由 计算 体积 来 引入 二 重 积分 的 定义 的 , 那 是 一 种 几何 的 直观 方法 .在 介 
绍 三 重 积 分 的 时 候 , 函 数 f 是 在 三 维 欧 氏 空间 R 的 某 一 个 有 界 点 集 V 上 定义 的 ， 
它 的 图 像 存在 于 四 维 欧 氏 空间 中 ,几何 直观 在 这 里 已 经 不 存在 了 . 

我 们 从 一 个 物理 问题 谈 起 ,由 此 来 引入 三 重 积 分 的 概念 .读者 马上 会 看 到 , 这 
一 概念 的 实质 同 二 重 积分 是 一 致 的 . 

设想 在 Rs 中 的 一 个 有 界 点 集 Y 上 分 布 着 某 种 质量 .一 般 来 说 ,质量 分 布 是 不 
均匀 的 ,所 以 密度 是 Y 上 点 的 函数 .用 2 来 记 这 个 密度 ,po:Y 一 R. 在 已 知 密度 函数 
P 之 后 ,如 何 来 计算 Y 上 的 总 质量 ?考虑 Y 中 一 个 很 小 的 立体 Ui , 它 的 体积 记 为 
A(CUi .由 于 想象 这 个 立体 很 小 ,可 以 认为 其 上 的 密度 基本 上 没有 变化 ,因此 ,这 一 
小 块 上 的 质量 就 是 eCpi)xC(Ui), 其 中 pi 是 U; 中 任意 的 一 点 .想象 把 VV 分 成 了 
有 限 多 个 这 样 的 小 块 U; ,它们 只 有 公共 的 边界 ,因此 就 把 和 式 

oCp uCU) (1) 
看 成 Y 的 质量 的 一 个 近似 值 .我 们 应 当 把 对 Y 的 这 种 分 割 无 限 地 加 密 , 这 就 导致 
了 下 述 的 极限 过 程 : 
lim>yoCpiD)ACUi)， (2) 
这 个 极限 是 对 各 个 小 块 的 最 大 直径 趋 于 零 而 取 的 .如 果 这 个 极限 存在 ,并 且 它 的 值 
不 依赖 于 p; 在 U; 上 的 选取 ,这 个 极限 值 就 称 为 函数 2 在 V 上 的 三 重 积分 , 记 作 
| ecxsy, zdxdydz 或 | par. 

由 此 看 出 ,三 重 积 分 的 概念 与 二 重 积 分 的 概念 实质 上 没有 任何 差别 ,因此 一 些 
相应 的 名 词 也 无 须 重 新 定义 .例如 ,和 式 (1) 就 可 以 说 成 是 一 个 积分 和 或 者 
Riemann 和 和. 

我 们 完全 可 以 仿照 二 重 积 分 的 理论 把 三 重 积分 的 理论 建立 起 来 .例如 ,我 们 首 
先 讨论 函数 f 在 R 中 的 一 个 有 限 长 方 体 上 的 积分 . R* 中 的 一 个 长 方 体 是 指 
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T= Ix 1 x J, 
其 中 1;=[a;,b;j(i=1,2,3) 是 R 中 的 有 界 闭 区 间 . 长 方 体 了 的 体积 定义 为 
ED = {Bb — ub = ?bs — Wa), 

用 平行 于 三 个 坐标 平面 的 三 组 平面 对 进行 划分 ,得 到 有 限 多 个 小 的 长 方 体 ， 
它们 之 间 至 多 只 有 公共 的 边界 ,这 称 为 了 的 一 个 分 割 r. 给 定 了 一 个 分 割 x 之 后 ， 
可 以 建立 积分 和 .那些 小 长 方 体 对 角 线 的 最 大 者 记 为 ex, 称 之 为 分 割 x 的 宽 
度 . 我 们 在 上 x 一 0 时 对 积分 和 取 极 限 ,如 果 这 个 极限 的 存在 性 和 数值 不 依赖 于 
小 长 方 体 中 值 点 的 选择 ,这 个 极限 值 就 称 为 f 在 1 上 的 积分 , 记 作 


Dy sdrdydz 或 | fax. 


可 以 证 明 , 若 了 在 7 上 可 积 ,那么 六 必须 在 1 上 有 界 .我 们 自然 可 以 讨论 了 在 长 
方 体 1 上 的 可 积 性 问题 ,这 时 需要 有 上 和 与 下 和 的 概念 .上 和 与 下 和 的 所 有 性 质 同 
二 重 积分 的 情形 无 异 .可 积 的 充分 必要 条 件 也 可 仿照 10.2 节 那 样 来 叙述 和 证 明 ， 
特别 地 , 若 了 在 1 上 连续 ,那么 了 必 在 1 上 可 积 . 至 于 长 方 体 上 的 三 重 积分 的 计算 ， 
同样 可 以 化 成 累 次 积分 来 进行 . 所 不 同 的 是 ,对 二 重 积分 的 情形 ,化 为 黑 次 积分 的 
顺序 只 有 两 种 ,而 在 三 重 积分 的 场合 ,这 种 顺序 可 以 有 六 种 . 

我 们 也 可 以 对 三 重 积分 建立 Lebesgue 定理 .不 过 ,这 时 我 们 要 引进 零 测 集 和 
零 体积 集 的 概念 

点 集 BCR 称 为 零 测 集 ( 零 体积 集 ), 是 指 对 任何 的 0, 存在 可 数 (有限 ) 个 
长 方 体 /使 得 

U1 DB, ZN) <e. 

很 显然 , 零 体积 集 必定 是 零 测 集 . 

对 长 方 体 7 上 的 有 界 函 数 刻 积分 | fdx 存在 的 充分 必要 条 件 是 , 在 7 上 的 间 


断 点 集 是 一 零 测 集 , 这 就 是 Lebesgue 定理 . 它 的 证 法 本 质 上 同 定理 10.2.2 的 证 明 
没有 两 样 . 
对 三 重 积分 的 情形 ,由 长 方 体 上 的 积分 过 渡 到 有 界 点 集 上 的 积分 ,完全 可 以 按 
照 10.4 节 的 办 法 来 做 ,那里 的 一 切 定 理 和 结论 都 可 以 照搬 到 此 ,无 须 作 任何 改变 . 
利用 三 重 积 分 ,我 们 可 以 定义 R? 中 有 界 点 集 B 的 体积 : 


4£(B) = | ,lax. 


可 以 证 明 ;B 为 零 体积 集 当 且 仅 当 4CB) = 0. 点 集 B 有 体积 的 充分 必要 条 件 是 
1(9B) =0. 很 自然 地 ,三 重 积分 只 能 在 有 体积 的 点 集 上 进行 ， 
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现在 ,再 讲 讲 有 界 集合 上 的 三 重 积分 如 何 化 成 累 次 积分 的 问题 . 

定理 10.7.1 设 有 界 集 VCR” 有 体积 ,有 界 的 函数 f:V 一 R 连续 . 

(1) 设 V 在 xy 平 面 上 的 垂直 投影 为 D( 图 10.17), 且 当 (x,y)ED 时 ,过 这 一 
点 且 垂直 于 D 的 直线 与 V 交 成 一 个 区 间 LP:Cx,y) ,22Cxz,y)] ,那么 


(X,Y) 
| fax 要 | axay| fx,y,z)dz; (3) 
D (xy) 


(2) 设 V 在 z 轴 上 的 垂直 投影 为 区 间 J/ (图 10.18), 且 当 zEJ 时 ,通过 点 
(0,0,z) 又 垂直 于 z 轴 的 平面 同 Y 交 成 的 图 形 在 xy 平面 上 的 垂直 投影 是 一 有 面 
积 的 点 集 乙 : ,那么 


| fax = | dz cadrdy (4) 


z 


Z= G2(%,y) 


图 10.17 图 10.18 


证 明 ”由 定理 10.4.1, 可 知 f 在 V 上 是 可 积 的 , 作 I= 降 X 了 ;XIV, 其 中 
i,T; 和 13 都 是 R 中 的 闭 区 间 . 令 
_ /fl(p), pE€EV, 
fv(py = (0 p¢ TV， 
那么 
| ,far 一 | ,fvar. 


(1) 当 (x,y)ED 时 ,函数 f(x,y,*) 在 区 间 [L Pp1《(x,y),92z《(x,y)] 上 连续 ,从 
而 是 可 积 的 .因此 


Po (xX, 


y) 
| flrnyraddz = | i Le 
Ls y) 


而 当 (x,y ED 时 ,JvCx,y,z)=0, 这 时 | fyCxsy;z)dz = 0. 因 此 
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| dxgy| fv (x,y,z)dz 


nx1 
Po (X,Y) 
Jlaxay| f(x,y,z)dz. 
为 PICxyy) 
(2) 当 ZE 时 , D, Clixl 且 o(3D,)=0; 而 肾 数 f(，,*,z) 在 D, 上 有 界 、 
连续 ,由 定理 10.4.1, 可 知 f(*,…,z) 在 D: 上 可 积 .于 是 有 
| fv(x,y,z)dxdy = fc» ,Z)dxdy. 


刀 X12 


当 zFJ 时 ,fv(x,y,z)=0 ,这 时 
| fy(x,y,2)dxdy = 0. 


Nx 


J Jp 


于 是 
| fax = | fvae= ja fv(x,y,z)dxdy 
1 


一 | az| fer,y,z)dxdy. 2 
D, 


我 们 看 一 个 例子 . 
例 1 计算 积分 A = 用 二 -ss ,其 中 


寺 竹 更 志和 本 过 ) 
V = {x,y,2):X,y,2 i 
解 ” 这 时 ,V 是 第 一 卦 限 中 的 一 个 四 面体 ,由 三 个 坐 
标 平面 和 平面 x+ y+z=1 围 成 (图 10.19). 四 面体 V 在 
xy 平面 上 的 垂直 投影 是 三 角形 
图 10.19 D= {(x,y):x,y 宇 0 有 x+y 志 1}. 
当 (x,y)ED 时 ,91=0,982=1 一 x 一 y. 用 公式 (3) 计 算 : 


本 l=x=y dz 

4= axd， (下 十 部 十 省 区 沪 
| 1 -让 
2 (rt 4 )dxdy 


| dxdy | 
ie a0CD) 


xX,y,0) 
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= 本 | 同 dy 1 
“2 i 0 (1+x+y) 16 
了 福光.“ 潮 1 1 
| 5) 叶 一 害 
= _5 

四 >(n2 中 


我 们 也 可 以 用 公式 (4) 来 计算 这 个 积分 .这 时 区 间 =[0,1j, 而 
罗 , 二 A(X DNL = 


I 


所 以 
| dxdy 
和 -ja (+X+y+2)5 
这 时 ,如 果 我 们 将 上 式 右边 的 二 重 积 分 化 成 累 次 积分 来 计算 , 那 就 变 得 同 第 一 种 算 
法 没有 两 样 了 . 


对 当前 这 个 具体 的 题目 ,还 有 一 种 富 于 启发 性 的 算法 . 作 积 分 ,根本 的 思想 就 
是 把 积分 域 分 割 加 细 , 而 分 割 的 方法 则 可 以 是 各 种 各 样 的 . 当前 的 被 积 函 数 f 有 这 
样 的 性 质 : 当 表达 式 x + y+z 等 于 常数 时 ,f 也 取 常 数值 ,这 就 是 说 ,平面 Xx+ y+ 
z= 1(0 过 1 志 1) 是 函数 f 的 等 值 面 ,这 些 等 值 面 都 与 V 的 一 个 底面 ( 即 x+y+z 
=1) 平 行 .注意 到 这 一 特征 ,我 们 就 可 以 用 等 值 面 族 来 将 Y 分 割 . 一 张 等 值 面 同 
V 交 出 一 个 三 角形 ,在 这 个 三 角形 上 ,f 有 相等 的 函数 值 ,因此 无 须 将 这 个 三 角 
形 再 进行 分 割 .这 就 是 说 ,我 们 可 以 把 这 个 三 重 积 分 直接 化 为 单 积 分 ,实际 做 法 
如 下 . 

平面 族 x+y+z=t (0 过 1 过 1) 与 V 交 成 一 个 等 边 三 角形 , 它 的 边 长 为 v21， 
所 以 面积 是 V3#?/2. 三 角形 的 中 心 到 四 面体 的 顶点 (坐标 原点 ) 的 距离 为 1/V3, 因 
此 这 种 分 割 的 体积 元 是 


2 MB 

从 而 有 
= 地 | f2 

4= 2 全 

作 部 分 分 式 
be 2 | 
(L+1)3 1+t QQd+t)? (1+1)3 7? 

可 得 
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4 = 方 (In2-- 训 ) 
在 已 经 对 二 重 积 分 的 换 元 法 作 过 详细 讨论 的 基础 上 ,关于 三 重 积分 的 换 元 公 
式 ,就 无 须 多 费 笔墨 了 ,我 们 直接 写 出 下 面 的 定理 
定理 10.7.2 设 有 界 的 闭 区 域 DCR” 有 体积 ,函数 下 :D->R 连续 ,映射 


X= XU, Vw), 

“ = y(usv,wW), ((u,v,w) € A) 
z= z(u,v,w) 

是 从 A 到 D 上 的 正则 映射 , 即 9 将 A 一 对 一 地 映射 成 D,p EC!'(A), 并 且 在 

A 上， 


9X 9X 9X 
au 90 9w 


a(Cx,y,z) |9y 9y 9y 


| 
az az az 
9 om 9w 
则 有 
RE | Fa | detiv | dy, C5) 
Pp(A) A 
即 


FC,y, 2)dxdydz 


D 


EC dudvdw. 


读者 可 自行 证 明 这 一 定理 ,关键 的 一 步 是 要 首先 证 明 | det Jg | 是 映射 9 对 体 
积 的 伸缩 比 . 
定理 10.7.2 的 一 个 重要 特例 是 球 坐标 换 元 公式 . 设 映射 
X= rsin 0Ocos 9 


一 [eee vy ow) ,zu vw)) | 号 全 
A 


y= rsin Osinp，((Cr,0,p) € A). 


z= rcos 0 
这 时 ， 
9CX，y，Z) = 
Brae 
那么 我 们 有 
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| Fadu = |e. gr2sin gdrdbgdp. 《的 
例 2 计算 积分 
4 = | + y* + z2)dp, 
其 中 DD 为 球面 x + y*+z?=a? 和 锥 面 z= Vx +y 交 所 围 成 的 立体 . 
解 ” 由 于 DD 是 一 个 旋转 体 ( 图 10.20), 用 极 坐 标 换 元 .由 图 10.20 看 出 DD 在 9 
之 下 的 原 像 是 长 方 体 : 


A = (C7.0.9):0Sr<a0<0< ,0 之 92rl, 


开 
4 
因此 


a T/4 
省 . 坪 下 rsin gdrdbdp = 2x|. rdr| sin 0d0 = 下 (2 -VD) os， 
避 ) 
A 
例 3 计算 积分 
所 二 | zd, 


其 中 D 是 两 个 球面 x 二 y 六 二 z2=2az 和 x 二 二 z= az 之 间 的 点 集 
(图 10.21). 


10.20 10.21 


解 ” 经 过 配方 ,把 这 两 个 球 的 方程 分 别 改 写 为 


= 三 全 
ai NR 
六 二 一生) 人 上 
由 此 容易 得 出 它们 的 中 心 和 半径 . 
用 球 坐 标 换 元 , 易 见 0 和 9 的 变化 范围 分 别 是 L0,r/2] 和 [0,2rj]. 过 坐标 原 
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点 ,在 上 半空 间 中 作 一 条 射线 ,这 条 射线 将 同 两 个 球面 相交 ,只 要 9 关 x/2, 交 点 就 
有 两 个 ,它们 到 原点 的 距离 分 别 是 acos 9 和 2acos 0. 这 就 是 说 ,对 任意 固定 的 9€ 
[0,x/2],r 的 变化 范围 是 [acos 9,2acos 01. 这 样 ,我 们 就 定 出 了 参数 变化 的 区 域 
么 .于 是 


| /2 2acos 0 
三 运 中 73cos Osin drd0dp = 2x| cos Osin bdg| , r3dr 
只 COS 
- 15 限 攻 5 ， 
= Sra | cos sin 0d0 = ra 


对 本 题 来 说 ,通过 仔细 的 观察 ,利用 灵活 的 技巧 ,不 用 换 元 就 能 很 快 地 把 结果 
得 出 来 .如 果 用 Di 和 D; 分 别 表示 小 球体 和 大 球体 ,那么 D= Ds\Di ,于 是 
| zadr = | ZdA 一 由 zdp， 
但 是 
| ZzdA7 = | (z— a)dx +| adrk = ax(D,). 
这 是 因为 大 球 关于 平面 z= a 是 对 称 的 ,所 以 上 式 中 间 式 子 中 的 第 一 个 积分 等 于 
零 . 同 理 , 可 得 


_ _a a i 
|, zar =|, (2 2 jd + 2 dx HD 
这 样 , 我 们 就 得 出 
| za = Ps 
D 2 
一 和 4/ I\ 5. 
了 (1 i6)= Ts 0 


练 习题 10.7 


t= 


(1) | ezadn， V 为 球体 x+ y+z? 过 1 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ; 
(2) | .cx +y+ ZzZ)dk,，V 为 平面 x+ y+z=1 和 三 个 坐标 平面 所 围 成 的 立体 ; 
(3) | ozzadxdydz， VV 由 z=xy 和 z=0 以 及 两 张 平 面 x=1 和 x=y 围 成 . 


. 计算 下 列 曲面 围 成 的 立体 的 体积 : 
i BD 时 


MD 
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权 2 
2 一 过， = 24+》 
(1) z*=x 4 2z=x 4 


(2) x z=a5|x| 直上 列 =a 
. 设 f 为 连续 函数 . 求 极限 : 
lim 3 由 f(x,y,z)dxdydz. 


r=0 4r7 二 二 总 
. 计算 下 列 积分 : 
(1) 如 Vx +y +zdxdydz; 
x2+y2+z2<2 


(2) 下 (x+ 咏 )dxdydz, 其 中 万 ={((Cxzyyyz):z 志 0,a2 委 人 + 只 +z2<b2); 


S(t + 互 5)) dxdydz, 其 中 DD 为 椭 球 面 三 + 上 + 互 =1 包围 的 立体 . 


. 计算 由 下 列 曲面 围 成 的 立体 的 体积 : 
(1) aix+biy+ciz= 土 h(i=1,2,3), 设 行列 式 
41 bi ci 
a b; cz| 尖 0; 
as bs cs 


(2) x + y+z=a,x +y+z:= bb:(0<a<b Hz>0); 
(3) (x+ Y+z2)2= a3z( 常 数 a 二 0); 
(4) (x*+ y+2)"= 2 1(nEN'); 

本 


3 WE AE 
AF 


问题 10.7 


心 


F(t) = 用 f(xyz)dxdydz, 
[0,? 
其 中 单 变量 函数 f 连续 可 导 . 求 证 : 
F'(1) = (Fn) + 用 xyzf’ (xyz)dxdydz ). 
[0, 3 


. 设 f 为 连续 函数 , 令 
F(t1) = 由 flxyz)dxdydz. 


[0,1]3 


。 D3 。 


求证 : 
3 
F'(1) = | BC， 


u 


其 中 g(u) = | f(s)ds. 


10.8 n 重 积分 


有 了 二 重 积分 和 三 重 积分 之 后 ,用 同样 的 方法 ,可 以 把 n 重 积 分 建立 起 来 . 
首先 讨论 函数 f 在 R” 中 一 个 有 限 长 方 体 上 的 积分 .R" 中 的 一 个 团 长 方 体 
是 指 
T= Xx, XXxI,, 

其 中 了 = 上 ai,b;j(i=1,2,…,n) 是 数 轴 上 的 闭 区 间 . 了 的 n 维 体积 定义 为 
xCT) = I — ai). 

在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 ,“n 维 ” 可 以 略 去 . 

用 平行 于 各 坐标 轴 平 面 的 n 组 超 平面 把 1 进行 分 割 ,得 到 有 限 多 个 子 长 方 体 ， 
它们 至 多 只 有 公共 的 边界 ,这样 就 得 到 了 了 的 一 个 分 割 x. 这 些 子 长 方 体 “对 角 线 ” 
的 长 度 的 最 大 者 , 记 为 ‖ x , 称 为 分 割 x 的 宽度 .对 定义 在 TT 上 的 (n 元) 函数 f， 
对 分 割 x 作 积分 和 .在 条 件 ex 一 0 之 下 对 积分 和 取 极 限 . 如 果 这 个 极限 的 存在 
性 和 数值 不 依赖 于 子 长 方 体 中 值 点 的 选择 ,这 个 极限 值 就 称 为 了 上 在 7 上 的 积分 ， 
记 作 

| Fe ,X2，…Xn)dXidXz…dxn， 
也 记 为 
| fax. 
这 时 称 了 在 7 上 可 积 . 可 以 证 明 : 若 了 在 7 上 可 积 , 那 么 上 必 在 7 上 有 界 .为 了 讨论 
图 数 了 在 7 上 的 可 积 性 ,需要 引进 上 和 与 下 和 的 概念 . 上 和 与 下 和 的 所 有 性 质 同 二 
重 积分 的 情形 无 异 .可 积 性 的 充分 必要 条 件 也 可 以 仿照 10.2 节 中 的 那些 来 叙述 和 
证 明 . 特 别 地 , 乔 f 在 1 上 连续 ,那么 了 必然 在 I 上 可 积 .1 上 n 重 积 分 的 计算 ,也 可 
FP 
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以 化 为 累 次 积分 来 进行 ,这 时 共有 n! 种 不 同 的 顺序 . 

怎样 由 n 维 长 方 体 上 的 积分 过 渡 到 R" 中 有 界 集合 上 的 积分 ,参看 10.4 节 的 
讨论 就 一 目 了 然 ,其 中 的 许多 步骤 和 细节 在 此 就 不 蒙 述 了 . 

为 了 对 n 重 积 分 证 明 Lebesgue 定理 ,我 们 要 引进 零 测 集 和 零 体 积 集 的 概念 . 
取 被 积 函数 为 1, 通 过 积分 来 定义 一 个 有 界 点 集 的 体积 .可 以 证 明 : 一 个 有 界 点 集 
有 体积 的 充分 必要 条 件 是 , 它 的 边界 为 一 零 体 积 集 . 

类 似 于 定理 10.7.1,n 重 积分 也 可 化 为 一 个 n 一 1 重 积分 和 一 个 定 积分 来 
计算 . 

定理 10.8.1 设 VCR" 是 有 体积 的 有 界 闭 集 ,有 界 函 数 f:V>R 连续 . 

(1) 如 果 

V={x = (xx Xn) EGR": 当 (xx…xni)EDCR" 时 ， 

Pi (Ni DR 去 A TE 天) 


2 xls X29 1) 
| fax = J ad 2 ~ Fem sos ns Kn) dXn. 
D rt 


A yz2 xn 
(2) 如 果 
V={x= (xxza Xn) ER": 当 xcE[La ,pb 时， 
(xl,XaXn-l) ED CR )， 
那么 
b 
| fax = | ew je )X2，… Xi-1yXn)dxidxz…dxn-l， 


(3) 当然 ,也 可 把 n 重 积 分 化 成 一 个 K(k 二 n) 重 积分 和 一 个 n 一 k 重 积 分 
来 计算 .这 就 是 说 ， 
V ={x = (XXXn) ER" :COxk…xn) E DICR"™*, 
(x1sX2,°", XK) ED CR*), 


那么 
> Lm 
| fdr = | dredx, 加 | Fxl…Xn)dxl…dxk、 
7 Di Do 


n 重 积 分 也 有 换 元 公式 ,从 形式 上 看 , 它 与 二 重 积分 和 三 重 积 分 的 换 元 公式 没 
有 区 别 . 

定理 10.8.2 设 0Q 是 R" 中 的 开 集 ,ACQ 有 体积 ,映射 9:x; = x; (ui, Uz， 
Un)(i 三 1,2,…,n) 在 A 上 是 正则 的 ,那么 对 9(A) 上 的 连续 函数 下 ,有 
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| F(xi,*, Xn dxi"*dx, 
9(A) 


ONL yr 
(CUI1，…， un D) 


下 面 我 们 举 两 个 例子 ,用 以 说 明 n 重 积 分 的 几何 应 用 . 

在 n 维 欧 氏 空间 R” 中 ,点 集 

Si(a) = {(xis Xz Xn): Xi Xa Xn S08 xi+Xxs+t+ + XxnAa) 
称 为 一 个 n 维 单 形 ,这 里 & 二 0. 例 如 ,Si Ca) 是 数 轴 上 的 闭 区 间 [0,a], 二 维 单 形 
Sz(a) 就 是 zy 平面 上 的 一 个 三 角形 , 它 的 三 个 顶点 是 (0,0) ,Ca,0),(0,a) .三维 单 
形 S3(Ca) 则 是 三 维 欧 氏 空间 中 位 于 第 一 填 限 的 一 个 四 面体 , 它 的 四 个 顶点 是 (0,0， 
Da DOa 0 00 a2. 

例 1Cn 维 单 形 的 体积 ) ”用 CS (a)) 来 表示 单 形 S, (a) 的 体积 .根据 我 们 的 
经 验 , 应 当 如 此 定义 : 


= | FOa Ga sees Wn ) se xa Ci Mn)) dui***du,. 
A 


LCs, Cay) -| dp, (1) 


上 式 的 右边 就 是 常数 1 在 单 形 S, (a) 上 的 n 重 积分 . 作 换 元 

Xi = Qt (i= 1,2,.…;,n). 
这 个 换 元 的 几何 意义 是 ,在 每 个 坐标 轴 的 方向 上 伸缩 同一 个 常数 a ,由 此 知 n 维 体 
积 的 伸缩 比 是 


A(X1s X29 Kn) 
DCtiiytfz yt ) 


在 式 (1) 的 右边 作 这 种 换 元 ,得 到 
ApCS, (Ca)) = | dp, 


5 (1) 


这 也 就 是 
PR Cy = a CY, (2) 
男 外 ,将 n 重 积分 化 为 累 次 积分 ,得 到 
aS, CIYY 二 | ar Jan (3) 


淮 = 入 


其 中 天 ，1 =S,_1(1— 1) ,因此 
Janedin = WR 现 呈 全 一 他 


= (1— 2" pS,1(1)), 
® 56 ® 
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代入 式 (3) , 便 得 出 
1 
ECS (1)) = uCS.1(1)| Ga — 1)"1idt, 
即 


pCS,(1)) = Tp(S.1CD)). 


这 是 一 个 关于 SS, (1) 的 体积 的 递 推 公式 .由 于 
jCS C1YY = | .dt = 


可 以 求 得 
A(S,(1)) = | (n € N*). 
一 般 地 ,对 a0, 由 式 (2) ,得 
pS,(a)) = 2 Cn €N'). 0 
再 设 


Baa) = (C(x yas Xn 二 十 二 
称 之 为 以 原点 为 中 心 、 以 a 为 半径 的 n 维 球体 . 当 n=1 时 ,Bi(a) 是 数 轴 上 的 闭 区 
间 [ 一 a,aj; 当 n=2 时 ,B,(a) 是 平面 上 以 原点 为 中 心 、 以 a 为 半径 的 闭 圆 盘 ; 而 
当 n=3 时 ,B3(a) 正 是 以 原点 为 中 心 , 以 a 为 半径 的 闭 球 体 . 
例 2(7m 维 球 的 体积 ) 通过 n 重 积分 ,我 们 定义 B; (a) 的 体积 是 


ABCa)) s| dy. (4) 
B, (a) 
与 前 面 的 例子 一 样 , 通 过 同样 的 换 元 ,可 得 
nCB, Ca)) = wm。 (5) 


为 了 得 到 计算 x(B, (1)) 的 递 推 公 式 , 我 们 把 这 个 n 重 积 分 化 成 一 个 n 一 2 重 积 分 
和 一 个 二 重 积 分 来 计算 : 


(Ba (1)) 三 | de 三 下 di idrn Janeedins, (6) 


天 2 -一 v 
四 大] n-2 


这 里 天 2 = B,-2( V 下 一 Ya 1 2). 由 公式 
(Ka) = LC(B, -ay/l— F271 — 11)) 
= (1 = 1 ta 2 p(B; (1)), 
式 (6) 可 写 为 
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HB ALYY = pC Ba tly) 由 (I-12 Dad dh， (7) 
st 


记 tn-1 三 My， 一 v ,并 用 极 坐 标 , 即 得 
2r 1 

(1 = = dmd | dg| 人 一 TD 和 Fr 三 x. 
0 0 


u2+ ve<l 


代入 式 (7), 即 得 递 推 公式 
ut B,C1)) = 2 B21)). 


已 知 
4L(B2(1)) = x, £4(Bi(1)) = 2， 

因此 

和 .Dee 

AKCBx (1)) = ki? LL(B2r-1(1)) = (K-TIT 

再 由 式 (5), 即 知 对 任意 的 正 整 数 k= 1,2,…, 有 

k kk-l 

A(CB (Ca)) = La AL(B2zxr-1(a)) = en. 口 


在 第 18 章 中 将 用 下 函数 给 出 球体 积 的 统一 表达 式 . 
最 后 ,我们 来 介绍 n 维 球 坐 标 变换 . 
Xi1 = rcos 01， 
X2 = rsin Oicos 0,， 
Xx3 = rsin O01sin 02cos 03 ， (8) 
Xn-1 = rsin Oisin 02…Sin 0,_2C0s On_1， 
Xn = rsin Oisin 02…Sin 0, 2Sin 0O，1， 
称 为 n 维 球 坐标 变换 , 它 把 闭 n 维 长 方 体 
0 过 7 和 过 203 0 过 册 0590 RN 0 过 0 去 2 
映射 为 闭 球 B, (a): 
Xf 十 十 十 X22， 


且 在 长 方 体 的 内 部 ,这 个 变换 是 一 对 一 的 .在 用 球 坐 标 计算 n 重 积 分 时 ,我 们 需要 


Wa $ A 9 SX29""" Xn ' E] 、 
知道 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 江 222 2 .直接 通过 变换 (8) 来 计算 这 


个 n 阶 行列 式 是 非常 困难 的 .下面 我 们 用 隐 上 映射 定理 (定理 9.7.1) 来 计算 这 个 行 
列 式 .让 我 们 回忆 一 下 ,如 果 函 数组 
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Xi = Xi(UisU2sr Un) (i = 1,2,,n) 
满足 方程 组 
Fi(xis X29 nt 2 Un) 三 0y 
= 0， 
那么 
9X1 ..。 9xXl 
Di1 dun 
=— (J.F(x,u)) F(x,u), 
Qi QUn 
两 边 取 行 列 式 , 即 得 
QCX1，X2， Xn nt u ， 
en = © 
现在 令 


FI=ri—(xf+…+x2) = 0, 
F, = r?sin?01 一 (X + *… + x2) = 0, 
Fs = 7r2sin20isin20: 一 (xX + + x2) = 0, (10) 


F; = r2sin20 .sin20，， 一 X2 = 0， 
这 里 r,0,0, 0， 1 相当 于 上 面 提 到 的 MI1，IL2，， xu .容易 看 出 ,方程 组 (8) 所 
确定 的 函数 xi,xs，,…,x， 满足 方程 组 (10) ,因而 所 需 的 行列 式 可 以 通过 公式 (9) 


来 计算 .由 于 
JuF(x,u) 
2r 
2rsin’ 0: 2r’sin bcos O01 
三 x x 9 
x x “2r2sin 01°**sin: 0,_2Sin 0,_1C0s On1 


所 以 
det J ,F(x,u) = 2"r°" 1sin2" 30cos 0isin2" 0,c0s 02…Sin 0,_1C0s On1. 
因为 
本 59 . 
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一 2X1 x x 关 
— 2Xy x 关 
J.F(x,u) = DN x ， 
~ 


所 以 
det JRGX UU)= (= 1)"2"% Xo Kn 
= (— 1)"2"r"sin” 10icos 01sin” 202cos 02…Sin On,_1C0s On_1, 
代入 式 (9) , 即 得 


GK19 X29 Xn) - yn-lsinn-2g sinn-30 sosj 
TN 人 


例 3 设 f 是 一 个 单 变量 函数 .计算 积分 
= 区 /Xi 十。 十 X2)dxi…dxn. 


B, (a) 
解 ” 用 球 坐 标 变换 ,可 得 
疾 ; 二 | rr)dr| sin” ?01sin” 202…Sin 0, 2d0…d0。 1 ， 
0 E, 
这 里 
Ei = (tO sO NO Od m0 RR Oi E27): 
为 了 计算 积分 
人 en 


1 
把 等 式 1 = 中 ,dr 乘 以 上 式 的 两 边 ,并 注意 到 ( 见 公式 (11)) 
r" 1lsin” 20sin” 30,°sin 0, 2drd0…d0，: 


是 n 维 球 的 体积 元 , 即 得 
1 
三 "| rar| sin” ?01sin” 302."sin 0,_2d01°……d0,1 


n 


= np BIYY. 
因而 
站 二 np (BD)| rr fadr. 


这 样 计算 4A， 就 归结 为 计算 关于 r 的 单 积分 . 
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练 习题 10.8 


. 计算 下 列 n 重 积 

(1) 四 区 十 十 X2)dXi dx 
[0,11" 

(2) | 十 十 Xu)2dxi dx 


加 这 把 


. 计算 累 次 积分 : 

: 上 Xn-1 
| ad， dxo| I. 
. 计算 下 列 R”" 中 区 域 的 体积 (Ca sd29°"" dn >0):; 


Xl 


x Xn 
(1) V,= (Gortasems i tl 0) 
1 2 n 


(2) VCa)= {Cx x2a" xa): |xi| + |x2a| + e+ |x [Sa}. 
K,(x,y) = | KE Kn st Ks dtdt,. 


La,b]” 


求证 :对 任何 m,nEN"* ,有 
“b 
Ki Cy y) S| Ka Cx t)K, (ts ydi. 
设 ai,as,*"* ,a 二 0， 


[xi| , |x | 
Qi Un 


V, = Le A 
求 V, 的 体积 . 


1 L259 ~ 1 1; 


问题 10.8 


. 设 了 是 单 变量 连续 函数 .证 明 : 
a “xl ET 站 4 下 i 
| az dxo| f(xn)dx, = tr 1] fa tdt. 
. 设 f 是 单 变量 连续 函数 .证 明 : 
a xX] Xn— 站 a n 
| am| dx fCx) fC xa) ef lx) dx, = 十 (| Foodr) 
. 设 f 为 n 元 连续 函数 .证 明 : 
] ama| dx foo Keres a) dx, = | | dx f Xi X29 Xn) dx1. 


开关 *p 
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10.9 重 积 分 物理 应 用 举例 


通过 以 下 几 个 例题 ,来 说 明 重 积分 在 物理 学 中 的 应 用 
例 1 设 有 一 条 横 截 面 为 半圆 形 的 水 渠 . 求 水 满 时 水 闸门 承受 的 压力 . 
解 ” 设 水 闸门 是 半径 为 RC(m) 的 半圆 盘 , 按 
人 下 RR 图 10. 22 建立 平面 直角 坐标 系 ,使 得 原点 与 圆心 


重合 , 纵 轴 指向 水 底 . 因为 在 一 点 p 处 水 的 压强 
(用 质量 表示 ) 等 于 该 点 水 的 深度 y(t/m ) , 当 我 
们 围绕 点 p 取 一 面积 元 素 dc 时 ,这 一 小 块 上 的 


> 水 的 压力 是 ydo ,“ 相 加 之 后 ”一 一 严格 地 说 应 是 
图 10.22 作 积 分 之 后 ,得 到 水 闸门 所 承受 的 总 压力 
| 2<g2 yda = | rdr|" sin 0d0 = 所 R(t). 


= 


例 2 设 在 半 和 么 为 R 的 球 上 分 布 着 某 种 物质 po pl(p)=allpl 
(Ca 过 0 为 常数 ). 计算 球 的 质量 . 

解 ”在 球 上 任 取 一 点 也 ,环绕 p 取 一 个 微小 的 体积 元 素 dw ,从 而 这 一 小 块 的 
质量 就 是 e(p)dx = a 上 pdx, 相 加 便 得 总 质量 


要 3 rr 
m= | ,paw pd = 本。 VP TY Td 


R 2r by 
一 af rar| dyg| sin 0d0 = CR 
现在 ,我 们 来 介绍 质心 的 计算 公式 .设想 在 位 置 pl, pz，…,Pp， 处 ,分 别 安放 着 
质量 mi ,mz,…,m ,形成 一 个 由 n 个 质点 构成 的 质点 组 .这 个 质点 组 的 质心 定 
义 为 


二 mp (1) 
其 中 M = mi + mz+… 二 mn, 表示 质 点 组 的 总 质量 ， 公式 (1) 也 可 以 写成 
P= 2( 徐 )p' (2) 


这 说 明 质 心 正 是 各 质点 的 位 置 关 于 质量 的 加 权 平 均 , 点 p; 处 的 权 是 mi;/M(i=1， 
# 放 
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入 站 
现在 ,我们 来 考虑 质量 连续 地 分 布 于 一 个 体 上 上 . 设 密度 函数 为 CCP)(PpE 
.在 V 中 的 点 p 处 , 取 一 小 块 体积 元 素 dx, 它 的 质量 便 是 CCpP)d .仿照 式 (1)， 
定义 物体 的 质心 为 
着 加 D7| ,ppp)dw， (3) 
其 中 
就 = | ed (4) 


表示 分 布 在 V 上 的 总 质量 .如 果 设 P= (x,y,z), 将 式 (3) 的 右边 用 分 量 写 出 来 ， 
便 有 


= 上 | 

庆 二 龙 yx YZ) dr, 

ce | 

yy y YX y,2) dr, (C5) 


z= 1| 
5 一 放 yo X,Y, 2) dy, 


式 中 的 M 由 式 (4) 给 出 . 

例 3 设 有 半径 为 a 的 球 , 球 心 是 (0,0,a), 密 度 函 数 是 o(p)=k/r?, 其 中 玉 
为 常数 ,r = | p | . 试 计算 球 的 质心 . 

解 ” 由 对 称 性 可 知 质心 在 z 轴 上 ,因此 可 设 质 心 了 = (0,0,z). 利 用 公式 (5) 中 
的 最 后 一 个 等 式 , 知 

ee 
利用 球 坐 标 换 元 ,得 出 
条 三 «| 起 dp = k| dr| sin bdg| 


2acos0 
0 


dr 


/2 
4akz| Sin Ocos 0d0 = 2akx, 


v2 
Kzqy = 2kx| sin Ocos | rdr 
疡 不 0 


2acos0 
0 


/2 
这 4a2Kz| cos’ Osin 0d0 = Ka2T. 


因此 z= a/2, 从 而 质心 是 (0,0,a/2). 0 
下 面 给 出 最 后 一 个 例子 . 
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例 4 设 有 半径 为 R 的 球 ,密度 为 常数 一 一 不 妨 设 2=1. 试 求 出 其 引力 场 . 

解 ” 为 求 引 力 场 ,在 空间 中 任 取 一 点 p, 我 们 要 计算 在 点 p 处 单位 质量 所 受 
到 的 引力 .这 里 所 说 的 引力 ,应 当 是 一 个 向 量 . 取 球 心 为 原点 ,建立 坐标 系 . 由 于 
球 的 对 称 性 ,不 妨 设 p 在 z 轴 上 , 即 设 p= (0,0,1D) (0), 它 正 是 点 p 到 球 心 的 
距离 . 

在 球 中 任 取 一 点 (x,y,z), 环 绕 着 它 取 一 块 体积 元 素 dx, 则 这 一 小 块 对 点 p 
的 引力 的 数值 为 

dp 
bE 

方向 是 从 点 了 指向 点 Cz，,y,z) ,这 个 方向 同 z 轴 
正 向 的 夹 角 用 6 来 记 ( 图 10.23) ,因此 引力 在 z 
轴 上 的 分 量 为 


cos Pdr 
十 并 十 (一 革 )2 

我 们 有 
cosB = : 一 
图 10.23 2 十 只 十 (人 z 一 站 
若 用 F. 表示 引力 下 在 z 轴 上 的 分 量 , 则 

= nN 
Ez = 和 (XxX? 十 了 十 (z 一 Dd 


作 球 坐标 换 元 ,得 出 
站 R fr (rcos0— 1)sin0 
F, = 2r| r dr| 区 d0. 


2 +12 — 2lre0s 0) 
现在 ,应 当 算出 定 积分 


_ [| (rcos0— 1)sinO0 
Se | (172 十 12 一 21rcos 0)32 


对 上 述 积分 作 换 元 1=( 产 + 下 一 20rcos 0)72 ,得 到 


人 pe 人 1)d: | 一 1)， 


d0. 


可 见 
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因此 , 当 /二 民 时 , 必 有 rr 二 1 ,所 以 
竺 | [a -4rR- 


R 
基 。 芭 27| rrG(lr)dr = 一 了 
0 


当 1<R 时 ， 
四 
F: = 2x|. 王 Gdr)dr 三 一 伍 | rdr = 一 和 xl. 


12 Jo 
由 球 的 对 称 性 和 质量 分 布 的 均匀 性 ,可 知 对 点 p 的 引力 在 x 轴 和 >y 轴 方 向 的 
分 量 等 于 零 , 即 F; = ,=0, 而 


党 
9 LR, 
-全 xl， [过 RK. 


综合 以 上 结果 ,可 以 得 出 以 下 结论 : 

(1) 对 任何 一 点 所 产生 的 引力 指向 球 心 ; 

(2) 对 球 外 一 点 所 产生 的 引力 ,等 于 在 球 心 上 放置 一 个 质量 为 4xR*/3 的 质点 
对 该 点 所 产生 的 引力 ,犹如 球 的 质量 全 部 集中 在 球 心 上 ; 

(3) 对 球 内 一 点 p 所 产生 的 引力 ,等 于 半径 为 1 点 p 到 球 心 的 距离 ) 的 球体 
对 点 p 所 产生 的 引力 ,犹如 球面 上 一 切 点 , 当 它们 到 球 心 的 距离 大 于 点 p 到 球 心 
的 距离 时 ,对 p 点 的 引力 不 作 贡 献 . 0 

通过 以 上 四 个 例子 ,读者 应 当 学 会 物理 学 家 心目 中 产生 积分 的 方法 一 一 微 元 
法 ”, 即 先 取 一 个 很 小 的 面积 元 素 或 体积 元 素 , 再 乘 以 相应 的 数 或 量 , 然 后 求 和 便 得 
到 积分 .在 这 里 ,并 不 是 像 数 学 家 那样 来 思考 ,对 一 个 分 割 ,作成 Riemann 和 ,然后 
考虑 | x | 一 0 时 积分 和 的 极限 ,还 要 论证 这 个 极限 的 存在 和 数值 不 依赖 于 值 点 的 
选取 .这 是 因为 许多 物理 问题 中 所 涉及 的 函数 和 映射 ,都 具有 连续 的 性 质 , 积 分 的 
存在 就 是 确定 无 疑 的 ,因此 微 元 法 的 合理 性 是 有 保证 的 . 


练习 题 10.9 
1. 设 有 半径 为 R 的 均匀 圆 盘 ,其 密度 为 上 .过 圆心 且 与 圆 垂直 的 直线 上 有 一 密度 为 o 的 均 
匀 细 棒 , 棒 长 为 ,其 近 圆 盘 的 一 端 与 圆心 相距 a. 求 圆 盘 对 细 棱 的 引力 . 


2. 一 圆锥 与 半球 相 接 构成 密度 为 6 的 均匀 球 锥 , 球 半径 为 R ,圆锥 的 项 角 为 2a. 试 计算 球 锥 
对 其 项 点 的 引力 . 
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设 荆 是 R* 中 的 一 条 可 求 长 曲线 , 厂 上 分 布 着 某 种 物质 ,其 质量 分 布 的 ( 线 ) 密 
度 是 pC(r) = ol(x,y,z). 如 何 求 曲线 厂 上 的 总 质量 ? 

如 果 在 厂 上 密度 6 是 一 个 常数 c, 这 就 是 说 ,了 上 的 质量 是 均匀 分 布 的 ,因此 
卫 上 的 总 质量 就 是 ysCP)c, 这 里 8GCP) 表 示 卫 的 弧 长 .如 果 在 玉 上 质量 不 是 均匀 分 
布 的 , 那 就 要 按照 下 述 办 法 来 处 理 . 设 械 的 两 个 端点 为 4 和 B( 当 A=B 时 , 厂 是 
一 条 封闭 曲线 ) ,在 厂 上 顺 次 插入 一 些 分 点 ro,Tr1,…,Trn, 使 得 ro= A,r,=B. 令 
Asi=s( Fi-iTi ), 它 表示 本 的 第 i 段 弧 的 弧 长 (i=1,2,…,n). 在 弧 Fi-iri 上 任 
取 一 点 5;, 那 么 p(6;)As; 就 可 以 看 成 是 第 i 段 弧 上 质量 的 一 个 近似 值 ,而 和 式 


5) P(Ei)ASs; 
就 是 下 上 总 质量 的 一 个 近似 值 .把 这 种 分 割 无 限 加 细 ， 即 考虑 极限 
3 (CEAsi， 
如 果 这 个 极限 是 有 限 的 数 ,并 且 不 依赖 于 点 6, 在 开 的 第 i 段 弧 上 的 选择 ,那么 理 
所 当然 地 把 这 一 极限 当 作 P 上 的 总 质量 .这 就 导致 了 第 一 型 曲线 积分 的 定义 ,我 


们 加 上 了 “第 一 型 ”这 一 定语 , 乃 是 为 了 区 别 在 11.2 节 中 将 定义 的 另 一 类 曲线 
积分 . 


11.1 第 一 型 曲线 积分 


首先 ,我 们 给 出 : 
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定义 11.1.1 设 本 是 R 中 的 一 条 可 求 长 曲线 ,f:TT>R,T 的 两 个 端点 分 别 

记 为 A 和 B. 在 厂 上 依次 取 一 列 点 {ri;:i=0,1,…,n}), 使 得 ro= A,r, = B. 我 们 

称 Fi 让 为 荆 的 第 i 段 曲 线 . 令 As;=s(Fi-i7i), 即 研 的 第 i 段 曲 线 的 弧 长 .在 
Ti=1T!i 上 任 取 一 点 ECi=1,2,. ,7). 如 果 极 限 


lim Pf, )As; (1) 


是 一 个 有 限 数 ,并 且 其 值 不 依赖 于 点 €; 在 无 -六 上 的 选择 , 那 就 把 这 个 极限 值 
记 为 
| feds 或 | fxsy,2)ds, 

称 之 为 函数 f 在 厂 上 的 第 一 型 曲线 积 

有 了 这 一 定义 之 后 ,那么 当 可 求 长 曲线 厂 上 有 密度 函数 p 时 ,曲线 厂 上 的 质 
量 就 是 曲线 积分 | pds . 

如 果 f(r)=1 对 rET 成 立 , 则 有 

| ds = s(T), 

即 曲 线 械 的 弧 长 .如 何 计算 曲线 的 弧 长 ,在 本 教材 上 册 7.1 节 中 有 过 详细 的 讨论 . 

从 根本 上 说 ,第 一 型 曲线 积分 的 定义 并 不 包含 新 奇 的 意义 , 它 体现 的 只 不 过 是 
在 建立 定 积分 、 二 重 积 分 和 三 重 积 分 时 使 用 过 的 同样 的 方法 . 

现在 来 看 看 如 何 计算 第 一 型 曲线 积分 . 设 卫 是 一 条 光滑 曲线 ,也 就 是 说 ,下 有 
向 量 参 数 表 示 r=r(1)(a 二 1t 过 B ) ,并 且 有 连续 的 、 非 零 的 导向 量 . 设 了 上 的 那些 
分 点 r; 对 应 于 参数 启 , 即 疡 =FrCi)CG=0), 1 7) ,有 上 且 wa=1< 二 三 < 二 < < 


= PB; 又 设 6;€ 17 所 对 应 的 参数 为 7; ELtii,ti], 即 6; =r(7;)(i=1,2,…， 
nn) .已 知 曲 线 工 上 变 点 的 弧 长 是 


gk EY = | Ga | de. 
由 此 可 知 
Asi = st 一 St = I | ree) dr. 
fi-1 


对 上 式 的 右边 应 pa 
= 儿 7 ‘Ey ti = fia) = | r' (i) | At;, 
式 中 Se ee dst 
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lim 1， rm) | r C5) | Ati. 


max Asi 一 


在 卫 为 光滑 曲线 的 假设 下 ,max Fn 一 0 等 价 于 max At; 一 0, 因 此 上 式 相 当 于 
lim m_ rn) | r 5) At. (2) 
一 般 地 ,7; 关 名; ,因此 起 (2 右边 的 和 起 不 是 基 个 函数 的 积 分 和 ,但 是 7; 与 5 是 在 
同一 个 区 间 [Lti-1,tij] 之 内 的 .在 定理 的 条 件 下 ,把 它们 统一 起 来 写成 
malim. m. Pf rC7i) | rn) Ar, (3) 


这 对 想 限 值 并 光大 响 ,这 中 间 的 理 击 我 们 已 在 起 理 元 1.1 的 证 明 中 严格 说 明 过 , 若 
再 重复 就 显得 多 余 了 .在 那个 证 明 中 ,我 们 把 三 个 这 样 的 点 “统一 起 来 ”了 , 这 种 方 
法 将 在 下 一 节 的 定理 11.2.1 的 证 明 中 再 次 运用 ,在 那里 ,我 们 更 不 提 这 种 多 余 的 
话 了 . 
这 时 , 式 (3) 右 边 的 和 式 已 是 一 个 Riemann 和 ,因此 式 (3) 就 等 于 
jf rc | rt) dar. (4) 
现在 ,把 前 面 推导 的 结果 写成 定理 的 形式 . 
定理 11.1.1 设 卫 是 Rs 中 的 一 段 光 滑 曲 线 , 有 向 量 参数 表示 r= r(1)(Ca 委 1 
二 B) ,函数 六 -=R 连续 ,那么 
| yas = | fro] 7 所 区 | 二， (5) 
也 就 是 说 ,第 一 型 曲线 积分 可 以 化 成 定 积 分 来 计算 . 
推论 11.1.1 设 平面 曲线 全 有 显 式 表达 y= p(x)(a 志 x 二 b), 其 中 9 在 
La,bj] 上 连续 ,那么 
| fas = | forsg00)) Vit CFO) dx. (6) 
为 了 方便 读者 ,我 们 把 这 个 计算 过 程 总 结 如 下 . 
“(1) 求 出 械 的 一 个 向 量 参 数 方程 r= (1); 
(2) 计算 弧 元 ds= 上 r (1) dt; 


(3) 计算 定 积分 | frC | A | 
例 1 计算 第 一 型 曲线 积分 | -zzds, 其 距 为 圆柱 螺 线 : 
= NCO8ts 三 Cgnt z= Bb 《0 了 过 27)， 
解 ” 这 时 参数 方程 已 经 给 出 ,只 需 进 行 直接 的 计算 ,我 们 有 ds = Va + bzdt， 
。68 。 
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因此 


| -as = (£2) VarB) ra = 8(L) VarBe 0 


oe 学 堵 


例 2 计算 | xyds, 其 中 卫 为 球面 zz + 只 + z? = 42 与 平面 x+y+z=0 交 
成 的 圆周 
解 ” 我 们 首先 应 为 卫 选 取 一 个 向 量 参数 方程 .由 于 下 所 在 平面 的 法 向 量 为 
(1,1,1) ,我 们 取 
而 本 让 ,1), és = 龙 40 = 交 | 尝 译 1D， 


这 是 三 个 互相 垂直 的 单位 向 量 , et 和 es 张 成 卫 所 在 的 平面 .因此 ,了 的 向 量 方 
程 是 

r= r(0)= a(eicos0+ essin0) (0 过 0 去 2r). 
这 时 弧 元 ds = ad0 ,而 


~ 


1 COS0+ 工 sin 9)， 


-a( 克 二 


z= a 万 万 


| Xxyds= a’ 让 |- coS 0 一 、/ sin gcos01d 


= 一 cos: 0d0 = 一 xa. 
以 上 表述 的 是 常规 的 算法 .对 本 题 而 言 ,还 有 一 种 特殊 的 解法 .结合 代数 与 几 


何 的 对 称 性 ,可 知 


因此 


| ads = | yzds = | zxds, 
从 而 有 
| xyds = 于 | (xXy + + zx)ds 
傣 
= 去 | (( 光 二 +2 一 (这 十 对 十 22))ds 
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=- 二 | .azds = 一 去 a?sCT) = 一 二 a?2xa = 一 言 ra2， 0 
下 面 我 们 将 从 另 一 个 物理 问题 , 即 在 力 场 中 运动 着 的 质点 做 功 的 问题 ,来 引入 


男 一 类 曲线 积分 , 即 第 二 型 曲线 积分 . 


练习 题 11.1 


计算 下 列 曲 线 积分 : 
| (x* + y)"ds,T:x = acost,y = asint (0 过 1 过 27), 其 中 nEN'; 
卫 


C2) | (x + ydsyP: 顶 点 为 (00,0),(1,0),(0,1) 的 三 角形 的 边界 ; 

C3) | zds, 卫 :圆锥 螺 线 x = tcost,y = tsint,z=10 过 1 过 2r) ; 
六 

| xdrzrF 贺 周 姑 十 说 十 溢 三 柄 交 十 委 相 芭 王 爷 


G5) | yzds , 卫 : 旋 轮 线 的 一 拱 ,x = a(t -sint),y = a(l -cosD)(0 过 1 过 27). 


11.2 第 二 型 曲线 积分 


设 区 域 DCR’ ,在 D 上 定义 了 一 个 向 量 值 函数 F= FCr)CrE D). 这 时 我 们 说 
下 是 在 D 上 定义 的 一 个 向 量 场 . 在 实际 中 , 它 可 以 是 力 场 .电场 .磁场 速度 场 

同时 ,在 D 中 还 有 一 条 有 向 曲线 .所 谓 有 向 曲线 是 指 , 它 是 通常 的 一 条 曲线 
但 还 带 有 前 进 的 方向 .例如 ,端点 A 是 它 的 起 点 ,而 另 一 端点 B 是 它 的 终点 ,一 旦 
指明 了 起 点 和 终点 ,就 等 于 给 这 一 曲线 定 了 方向 .为 了 进行 讨论 ,应 当 设 荆 是 可 求 
长 的 . 

设想 一 个 质点 在 力 场 的 作用 下 , 自 荆 的 起 点 A 运动 到 终点 B, 我 们 要 来 计 
算 力 场所 做 的 功 , 称 之 为 力 场 下 在 有 向 曲线 站 上 所 做 的 功 .从 A 到 B 在 上 插入 
若干 分 点 (7;:i=0,1,…,n) ,使 得 rm = A,r, = B. 如 果 这 些 分 点 足够 细密 ,那么 质 
点 沿 着 由 ri-1 到 ri 这 一 段 弧 FTI7Y 上 的 运动 ,可 以 看 成 是 在 直线 段 ri-17; 上 的 
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运动 ,并 有 在 这 一 段 弧 上 , 力 场 下 基本 上 是 一 常 力 F(é&;), 其 中 点 €; 可 以 在 这 一 
弧 上 任 取 . 这 一 段 有 方向 的 弧 段 Fi-17i 称 为 的 第 i 段 ,在 这 一 段 上 力 场 所 做 
的 功 
Wi:; a F(E,) 5 Fr = F(E,) ®. (ri = 六 
因此 力 场 正在 忆 上 所 做 的 功 
W ~ DFE,) “Ari, 
i=1 

这 里 Ari; 三 ri 一 ri-i1(i 三 1,2,…,n). 如 果 我 们 要 得 到 W 的 精确 值 , 那 就 应 当 把 这 
种 分 割 “ 无 限 细 分 ”下 去 . 

沿 着 我 们 走 过 多 次 的 “ 熟 路 ” ,到 此 就 会 明确 地 知道 应 当 朝 哪个 方向 走 下 去 .我 
们 给 出 : 

定义 11.2.1 设 栈 是 R’ 中 一 段 可 求 长 的 有 向 曲线 ,映射 下 :>R’ .的 起 
点 记 为 A ,终点 记 为 B. 在 厂 上 按 从 A 到 B 的 方向 顺 次 取 一 列 点 {rj :i=0,1,… 
n) ,使 得 ro=A,r,=B. 今 ArTi 三 Ti 一 ri-1(i 三 1,2,…,n). 如 果 对 在 械 的 弧 段 
Ti-iTi 上 任 取 的 点 &; ,极限 
DP, ) 。Ari (1) 


ee i |>0 ji= 


为 一 确定 的 有 限 数 , 则 将 这 个 数 记 为 
| Fer) 。dr， (2) 


称 它 是 向 量 值 函数 下 沿 有 向 曲线 一 上 的 第 二 型 曲线 积 

从 定义 11.1.1 和 定义 11.2.1 来 看 ,无 论 是 第 一 型 还 是 第 二 型 曲线 积分 ,其 运 
算 性 质 ( 例 如 ,常数 因子 可 以 提 到 积分 号 的 外 面 , 积 分 的 可 加 性 等 等 ) 同 定 积分 和 重 
积分 的 相应 性 质 没 有 两 样 .但 是 ,对 第 二 型 曲线 积分 来 说 ,有 一 条 很 特殊 的 性 质 需 
要 指明 , 那 就 是 它 的 方向 性 . 设 丁 是 一 条 有 向 曲线 ,如 果 我 们 把 它 的 走向 颠倒 过 
来 ,得 出 的 男 一 条 定向 曲线 记 为 -本 .由 定义 11.2.1, 可 以 看 到 

| .FCp) dp = -| Fcp) 。 dp. 

由 此 可 见 , 如 果 我 们 没有 把 定向 弄 正确 ,那么 计算 的 结果 就 差 一 个 负 号 . 

关于 第 二 型 曲线 积分 的 计算 ,我 们 有 : 

定理 11.2.1 设 卫 是 Rs 中 一 段 可 求 长 的 有 向 曲线 ,连续 映射 已 :PP->R3 .又 
设 古 具有 参数 向 量 方程 r=r(t)(a 声 1 过 8), 并 且 参 数 t 的 增加 对 应 着 一 的 定向 ， 
那么 有 
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B 
| Forar=| Fer(t).r’(t)dt. (3) 
证 明 对 在 定义 11.2.1 中 谈 到 的 那 一 列 分 点 {ri), 可 设 r(ti;)=ri(i=0， 
1,…,n), 其 中 = 0 过 j 过 … 过 1,_1 过 t=B. 在 研 的 弧 段 证 17? 上 的 那个 点 6;， 
可 设 &;=r(zr;), 其 中 tiELtii;tij(i=1,2,…,n). 由 于 
Ari = 记 一 六 -1 = r(1t;)— r(t;1) (Ee= L227 Nn), 
所 以 


PFE) Ar = DF rc Gr) - pe 


| 


ety y(1),z(1)),F= (P,QO,R), 那 么 上 式 的 右边 便 可 写成 
yp or(Ti)CXCHi) — XC1i1)) + >》10 or(ri) (y(ti) — y(ti1)) 


i=1 i=1 


+ DIR or(r) (z(ti) — z(t111)). (4) 


i=1 

由 微分 中 值 定理 ,可 得 

X(ti) — X(ti1) = EE CA dA 

y(t1i) ne y(ti-1) = y (KDAti, 

Zti) = ZF) = z (yAtis 
这 里 Ais KisyiELtiiytij](i=1,2,…,n). 从 而 式 (4) 可 以 写成 
DP erCr)Ox ADAti + >)O。rCrDy(CADAN + >)R。rCrDz (VA. 
i=1 i=1 i=1 

(9) 

注意 到 在 定理 的 条 件 下 ,max | Ar; | 一 0 等 价 于 max At;->0. 由 式 (3) 及 式 (5) ,得 


有 
| Fr) “本 =| CP » rE + Qo FO YO 
+ Reor(t)z’ (1t))dt. (6) 
采用 向 量 内 积 的 记号 ,上 式 的 右边 便 是 
| Fore rd, 

这 样 就 证 明了 公式 (3) 的 正确 性 . 0 

令 r= (x,y,z) 表 示 曲 线 厂 上 的 径 向 量 ,那么 dr = (dx,dy,dz). 设 FF= 
(P,Q,R), 于 是 

F.dr= Pdx+ Qdy+ Rdz. 
因此 ,第 二 型 曲线 积分 (2) 又 有 一 种 记 法 : 
% 7 
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| Pax + Qdy + Rdz. 
FR 
这 时 , 式 (6) 可 以 写成 
| Pdx + Qdy + Rdz 
人 


有 / 
= | POD yD zx + QD yD ,2 YD 
+ REx(1), y(t),z(1))z (1))dt. C7) 
例 1 计算 第 二 型 曲线 积分 : 
| dr， | edr， | xyax, 


其 中 K 是 从 (0,0) 到 (1,1) 的 直线 段 ,LL 是 从 (0,0) 到 (41,1) 的 抛物 线 y= x? 的 一 
段 ,M 是 由 从 (0,0) 到 (1,0) 的 一 段 直 线 Mi 和 从 (1,0) 到 (1,1) 的 直线 段 M2 连 成 
的 有 向 折线 . 

解 K 和 的 方程 分 别 是 y=x 和 y=x?,x 从 0 变 到 1, 因 此 


dx = | xidx = 3 
ji 全 a 人 | 
1 
一 . 2 = 3 三 一 
Xydx = | Xx dx | > dx I 
最 后 
| Xydx = 中 Xydx 十 | Xxydx. 
在 M 上 y=0, 而 在 AM。 上 x=1, 所 以 dx =0, 总 起 来 有 
| zydx = 0 品 


例 2 设 栈 是 由 球面 x*+y+z:=a? 和 平面 +y+z=0 交 成 的 圆周 ,从 第 
一 卦 限 内 看 荆 , 它 的 方向 是 逆 时 针 方 向 .计算 第 二 型 曲线 积分 


| xdx + ydy + zdz. 
解 ” 利 用 11.1 节 中 的 例 2 已 得 的 结果 , 写 出 本 的 参数 方程 
a (二 cos Qt+ lsin 9) ; 


| 


xX 


V6 V2 
儿 
= 一 4 一 cos0， 
an 
了 站。 
= 一 c0s 0 一 一 Sin0|. 
z 个 万 ) 
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为 了 与 本 的 定向 相 匹 配 ,参数 9 的 变化 范围 应 是 从 0 变 成 2r, 这 是 因为 我 们 很 容 
易 证 明 e1 ,ez ,es 组 成 相互 正 交 的 右手 系 ( 它 们 的 坐标 组 成 的 三 阶 行列 式 为 1). 
由 于 


外 ydy = 一 a:| cos osin 0d0 = 0， 
由 对 称 性 
| xdx = | zaz = 0， 
所 以 | xd + ydy + zdz = 0. 
事实 上 ,不 通过 具体 计算 也 能 看 出 这 一 结果 . 设 r= (x,y,z) 是 下 上 点 的 径 向 


量 ,于 是 ,rr= ,所 以 r* dr=0 在 下 上 成 立 ,因而 | redr= 0. 0 
既然 第 一 型 和 第 二 型 曲线 积分 都 可 化 成 定 积 分 来 计算 ,我 们 就 应 当 看 看 它们 
之 间 有 什么 联系 . 


设 s 为 T 卫 的 弧 长 参数 , 弧 长 的 增长 正好 对 应 着 古 的 正方 向 .在 9.5 节 中 我 们 
已 经 知道 和 = t(s) 是 曲线 醋 的 单位 切 向 量 ,由 此 可 得 dr = ts)ds ,那么 


| .Fedr=| Fe.tds, 
[ i 
即 
| .Pax + Qidy + Rdz = | CpeosCt,D) + Qeos(t,j) + Reos(t,k))ds. (8) 


上 式 的 右边 就 是 一 个 第 一 型 曲线 积分 . 在 使 用 公式 (8) 时 ,一 定 要 注意 让 单位 切 向 
量 指 着 醋 的 正方 向 . 


练习 题 11.2 


1. 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 
= “于, 丰 表 示 逆 时 针 方向 的 加 周 x +y = a 
(2) Pi ye i ydy sr a ls 
(3) | (x2 一 2xy)dx+( 半 一 2xy)dy, 了 :X= 六 (一 1 之 y 过 1), 沿 y 增加 的 方向 ; 
(4) | .xdy, 厂 :直线 2x+y=1 与 两 坐标 轴 组 成 的 三 角形 , 沿 着 时 针 方向 : 
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(5) | Ce + Y)dy， 开 是 直线 = 1,x=3 和 y= 1,y=4 构 成 的 乒 形 , 沿 道 时 针 方向 . 


2. 设 常数 a,b,c 满足 ac - 妇 二 0. 计 算 积 分 


| xdy 一 ydx 
rax2 十 2bxy + cy2” 


其 中 醋 为 逆 时 针 方向 的 单位 圆周 . 
3. 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 ,曲线 的 正 向 是 参数 增加 的 方向 : 
(1) | XzZzdx + yxzdy + zy*dz ,T:x=t,y=1t,z= 1 (0<1Z1); 
B 


(2) jo + z)dx + (z+ x)dy + (x + y)dz ,TT:x = asimt, y= 2asin tcost,z= 
acos’t (0<t<n). 

4. 计算 | 一 22)dx+(z2 一 X2)dy+(x 一 只)dz , 研 为 球面 片 x* + y*+z?=1,x 宇 0， 
y 宇 0,z 宇 0 的 边界 ,方向 是 (1 ,0,0) 一 (0,1,0) 一 (0,0,1) 一 (1,0,0). 


5. 证 明 , || F.dp|<| Flas. 


11.3 Green 公式 


在 一 定 的 条 件 下 , 沿 着 平面 区 域 的 边界 的 第 二 型 曲线 积分 ,可 以 转化 成 在 这 个 
区 域 上 的 二 重 积分 ,我 们 首先 来 讨论 两 种 比较 特殊 的 平面 区 域 

考察 R* 中 的 闭 区 域 
D= {x,y):9(x) SyZY x ,a xb}, 
这 里 p,%:[a,b]-~R 是 连续 函数 ,并 且 py 
为 了 行文 方便 ,我 们 把 像 D 这 样 的 区 域 称 为 四 
类 区 域 .按照 下 列 法 则 给 D 的 边界 3D 定向 : 当 
一 个 人 沿 着 9D 行进 的 时 候 ,区 域 D 总 在 这 个 
人 的 左手 边 ( 图 11.1). 

设 函 数 P: D-~R 连续 且 有 连续 的 偏 导数 . 
我 们 来 计算 第 二 型 曲线 积分 | Pdx. 把 9D 分 
成 四 段 K,L,M 和 N: 


。 7D 。 
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K:y = 9(x), a 过 x<b; 


Lizx = 万， p(b) 过 yyYyb); 
M:y = Y(x), b 宇 x 宇 a; 
Nx 3 ws yl(a) 宇 y 宇 8(a). 


它们 都 是 定向 的 曲线 ,满足 
| Pdz = | Pax+| Pax+| Pax+| Pax. 
在 直接 段 L 和 N 上 ,x 都 是 常数 ,应 有 dx=0, 所 以 
| Pdx = | Pax = 人 


从 而 有 
| Pax | Pd | Pdx 

= | PGegCoD)dz + [Px Wx))dx 

了 | cpcrgco) — PCx,%Cx)))dx 

=- (| Sy )ax 

-| 区 dxdy. 
这 样 ,我 们 把 沿 aD 的 第 二 型 曲线 积分 ， yp D 上 的 二 重 积 分 : 

1 Pdx = Fy ) dxdy. (1) 


设 R* 中 的 闭 区域 9 可 存折 为 有 限 个 证 关 区 二 ,D;，…,Dnw 的 并 集 , 这 
些 区 域 中 的 任意 两 个 没有 公共 的 内 点 : 
Q=UD. 
如 果 函 数 P 在 Q oP), 所 的 信 屠 py ad 
由- drdy = = 31(-3 9)dxdy = = > Md 


设 Di 与 D，; ds 它们 有 一 a 并 它 看 成 3D， 的 边界 和 
9D; 的 边界 时 ,定向 正好 相反 ,这 将 使 得 沿 这 一 段 公 共 边 界 的 两 个 积分 互相 抵消 
(图 11.2) .这 就 是 说 ， 


m 


| 


i=1" 3D 


Pdx = | Pdx. 
an 
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于 是 ,我 们 得 到 


i=1 D, 9y 
即 
_9aP 
| Pd = 由 5 )dxdy， 
所 谓 “ 乙 类 区 域 ”, 是 指 这 样 的 区 域 : 
D = (ry :A(T XE AWC EY 
见 图 11.3. 
» 》 
太 人 
| x= 20) x= 0) 
站 人 D 0 
O x O 人 
图 11.2 图 11.3 
如 果 函 数 CO:D->~R 连续 并 有 连续 的 偏 导 数 ,与 对 甲 类 区 域 的 讨论 相似 ,可 以 
得 到 


= [a0 
| ou， Il ox dndy. 


综合 以 上 两 种 情形 ,就 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 设 Q 是 R 中 的 闭 区 域 , 它 既 可 
以 分 拆 为 有 限 个 甲 类 区 域 ,又 可 以 分 拆 为 有 限 个 乙 类 区 域 (在 许多 具体 问题 中 ,所 
涉及 的 闭 区 域 都 能 满足 这 种 条 件 ). 如果 函数 P 和 0Q 在 2 上 连续 且 有 连续 的 偏 导 
数 ,那么 有 


下 7 9 
frer + 0 = 0 -jorey 
这 里 9D 是 定向 曲线 ,我 们 已 对 它 的 正 向 作 过 规定 . 
其 实 , 上述 公式 对 更 一 般 的 区 域 也 能 成 立 , 我 们 把 结论 写成 下 面 的 定理 . 
定理 11.3.1(Green( 格 林 ,1793 一 1841)) 设 QCR’ 是 由 有 限 条 分 段 光 滑 的 


曲线 围 成 的 闭 区 域 .如果 函数 P(x,y) 和 QCx,y) 在 Q 上 连续 ,并 有 连续 的 偏 导数 
各 和 955, 那么 有 


ox 


% Ty 
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| Pd + OQdy = J[( 半 3 )dxdy (Green 公式 )， 
其 中 30Q 是 区 域 2 的 边界 . 它 的 定向 是 这 样 被 确定 的 :一 个 人 沿 着 3Q 的 正方 向 行 
进 时 ,区 域 2 总 在 这 个 人 的 左边 . 

平面 图 形 的 面积 ,在 一 定 的 条 件 下 ,也 可 以 用 第 二 型 曲线 积分 计算 . 


例 1 设 D 是 适合 Green 公式 的 平面 闭 区 域 , 则 有 
o(D) = | xdy = -| yax = 二 | xdy 一 ydx 
证 明 利用 Green 公式 ,可 得 


| xdy 二 | axay = lar. 


i | ,xdy. 


这 就 是 


同 理 ,可 得 
GY = | yax. 
将 以 上 两 式 相 加 ,得 


还 
o(D) = 3| xdy ydx. 


例 2 计算 椭圆 的 面积 . 
解 ”椭圆 的 参数 方程 是 


XxX= acost, y= bsint (0 雪上 过 2r). 


由 例 1 的 结果 , 知 
ts 红 2 i 
o(D) = | xdy = ab| cos tdt = xab. 
例 3 计算 积分 
| Xdy 一 ydx 
P 竞标 拓 


其 中 也 是 单位 圆周 :大 + 交 =1 正 向 是 逆 时 针 方 向 . 
解 ”注意 到 大 + 只 =1 ,所 以 


| Xdy 一 ydx 
r x2+y? 


= | xdy - ydx = 单位 圆 面积 的 2 倍 = 2x. 
如 果 令 
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P= = O 流 


Er 
直接 计算 , 易 知 
= 290 (w+y>0). 
可 见 这 时 不 能 应 用 Green 公式 ,原因 是 在 原点 处 P,Q 和 它们 的 偏 导 数 不 连 续 . 
例 4 计算 积分 


A =| Xdy 二 ydx 
r Xx2+y? 

其 中 械 是 任意 一 条 包含 原点 (不 通过 原点 ) 的 分 段 光滑 的 封闭 曲线 . 

解 ” 由 于 本 是 有 界 闭 集 ,所 以 它 到 原点 的 最 

近 距 离 为 正 数 . 作 一 个 以 原点 为 中 心 、 以 充分 小 的 

e 过 0 为 半径 的 圆周 C,, 它 的 正 向 仍 定 义 为 逆 时 针 

方向 ,使 得 卫 与 Ce 夹 成 一 个 区 域 D( 图 11.4). 
这 时 ， 


航 


满足 Green 公式 的 一 切 条 件 , 并 且 
aQ _ 3P 


Bx dy 
利用 Green 公式 ,可 得 
| Pdx + Oy 由 (各 95 )dxdy 当 症 
由 于 9D 由 卫 与 - C。 组 成 ,由 此 可 知 
i | Pax 4 dy EE | pdx 4 Ody 


图 11.4 


ee xdy— ydx _ | 呈 
= | 区 = edy ydx 


一 2 = 2x. 
1 


这 个 结果 令 人 有 点 吃惊 .其 实 , 当 我 们 注意 到 被 积 表 达 式 

dy 一 Ydx 
x? 十 入 

这 里 9 是 径 向 量 (x,y) 的 辐 角 ,就 能 看 出 , 当 点 (x,y) 在 无 论 怎样 一 条 原点 在 其 内 
“ 79 。 
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部 的 闭 曲 线 上 绕 行 一 周 之 后 , 辐 角 的 增 量 总 是 2x. 
利用 11.2 节 的 式 (8) ,容易 得 到 下 面 用 第 一 型 曲线 积分 表达 的 Green 公式 : 


| (Pecos(n,i) + Qcos(n,j))ds = 上 (六 潮 )dxdy， (2) 
下 
D 


ox 9y 
其 中 n 是 曲线 厂 上 点 的 单位 外 法 向 量 . 
事实 上 ,由 图 11.5, 容 易 看 出 
(t31) = x (nj), (fj) = (nsi). 
于 是 由 11.2 节 的 式 (8) ,立刻 得 到 


| (Peos(n,i) + Qcos(n,j))ds= ke QVcos(t,i) + Peos(t,j))ds 
， 
= 站 ( 邯 | )dxdy 


= 2 + 359) jdxdy， 


9 9 
(87 dy 


这 就 是 式 (2). 

作为 Green 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 平面 区 域 中 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 
条 件 . 

设 D 是 R? 中 的 一 个 区 域 ,A,B 是 D 中 任意 的 
两 点 ,在 D 中 连接 A,B 两 点 的 路 径 有 很 多 条 . 设 
P(x,y) 和 Ql(x,y) 是 D 上 的 两 个 连续 孔 数 , 任 取 连 
接 A,B 两 点 的 分 段 光 滑 曲 线 卫 ,那么 曲线 积分 

| Pdx + Qdy (3) 
除了 与 A,B 两 点 有 关 , 当然 也 与 路 径 荆 有 关 . 如 果 
对 任意 连接 A,B 两 点 的 分 段 光 滑 曲 线 卫 ,积分 (3) 都 
i 取 相 同 的 数值 ,我 们 就 说 曲线 积分 (3) 与 路 径 无 关 . 
下 面 就 要 给 出 曲线 积分 (3) 与 路 径 无 关 的 条 件 . 为 


此 ,我 们 先 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 11.3.1 设 D 是 R 中 的 一 个 区 域 .如 果 D 中 由 任何 简单 曲线 ( 即 自身 
不 相交 的 曲线 ) 围 成 的 有 界 区 域 全 部 包含 在 D 中 ,就 称 D 是 单 连通 的 ,否则 就 说 
D 是 多 连通 的 . 

例如 ,图 11.6(a) 和 (Cb) 是 单 连通 区 域 ,(c) 和 (d) 则 是 多 连通 区 域 . 

我 们 有 下 面 的 定理 ， 
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图 11.6 


定理 11.3.2 设 刀 是 Re 中 的 单 连通 区 域 ,函数 PQ, 和 30 都 在 D 上 连 


续 , 那 么 以 下 四 个 条 件 等 价 : 
(1) 对 D 中 任意 的 分 段 光滑 的 闭 曲线 厂 , 有 
| Pax + Qdy = 0; 
(2) 对 D 中 任意 的 两 条 连接 A 和 的 分 段 光 滑 曲 线 古 和 ,有 
| Px 4 Oy = | Pax + Qdy, 


即 曲线 积分 (3) 与 路 径 无 关 ; 
(3) 存在 D 上 连续 可 微 的 函数 u(x,y) ,使 得 
du = Pdx + Qdy; 


(4) 在 D 上 ,有 
90 - 9P 
9x 9y 
证 明 ”我 们 按 (1) 全 (2) 全 (3) 全 (4) 全 (1) 的 顺序 给 出 
定理 的 证 明 . 


Ee a 
(1) 二 (2) 设 A,B 是 D 中 任意 的 两 点 ,TT 和 T， 是 ; 


D 中 任意 两 条 从 A 到 B 的 分 段 光滑 曲线 . 记 荆 = TUTy 
(图 11.7) , 它 是 一 条 封闭 曲线 .由 (1) , 知 攻 

| Pdx 让 二 本 ee 
即 

| Pdx + Ody == |. Pdx + Qdy = | Pdx + Qdy. 
这 就 是 (2). 
(2) 二 (3)” 由 (2), 知 曲线 积 
A 
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| Pa + Qdy 
和 路 径 无 关 . 现 设 (a,b) 是 D 中 的 一 固定 点 ,(x,y) 是 D 中 任意 的 点 .定义 函数 
WxXyyY = | Pax Fy. (4) 
a 式 (4) 右 边 的 表示 方法 不 会 引起 混乱 ,这 是 因为 右边 那个 曲 
大 和 线 积 分 与 路 径 无 关 , 仅 由 终点 唯一 确定 . 取 | 有 | 充 分 小 ,使 
得 (x+ 六 ,yy) 仍 在 万 中 .考察 
u(xX+h,y) = pss Pdx + Qdy. (5 
(a,b) 式 (5) 中 积分 的 路 径 选 为 :点 (a,b) 到 点 (x,y) 的 路 径 ( 即 
图 11.8 式 (4) 右 边 积分 的 那 段 路 径 ) ,以 及 点 (x,y) 到 点 (x 二 +h,y) 


连 成 的 直线 段 ( 图 11.8). 于 是 有 


(x+h, 


) 
uCx+ hy) ux,y)= | "~ Pdx + Qdy 


(a,b) 
XxX+ 上 有 
S| P(t,y)dt = P(E€,y)h, 


其 中 5 介 于 x 与 x+h 之 间 , 这 是 利用 了 连续 函数 的 积分 平均 值 定理 .由 此 得 
u(xX+h,y)— u(x,y) 
h 


在 上 式 中 令 hh 一 0, 由 P 的 连续 性 , 即 得 
PCray) = P(x,y). 


= P(E YY, 


同 理 ,可 得 
QU 本 
By ，y) Pe Olx ，y). 
因而 有 
du = Pdx + Qdy. 
这 就 是 (3). 
(3) 二 (4) ”由 (3) 知 ,存在 u ,使 得 
ou _ gu - 
ax Pe P 9 ay QQ, 
因而 
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apP- oOC C0 弛 元 3 y 
ay 和 ax 都 在 D 上 连续 , 即 3z37 和 3y37 在 刀 上 连续 ,所 以 有 


oO _ Fu _ Pu _9P 
ox gyax gxray ay 
(4) 二 (1) 分 两 种 情形 来 讨论 . 先 设 械 是 D 中 一 条 分 段 光 滑 的 简单 闭 曲线 ， 
把 醋 围 成 的 闭 区 域 记 为 G. 于 是 由 Green 公式 ,得 


因为 


_ ffra@ _ 32P 
| Pax + Qdy = 3 )dxdy = 0. 
再 设 本 是 D 中 有 nn 个 自 交点 的 分 段 光滑 闭 曲线 ,可 以 把 它 分 成 n 个 简单 闭 曲线 
PY a 
于 是 
| .Pax + QOdy = > | Pax + Qdy = 0. 0 
简 而 言 之 ,对 单 连通 区 域 来 说 , 式 (1) 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
oa@ _ aP 
ax 9y 


但 对 多 连通 区 域 来 说 ,这 个 结论 不 再 成 立 . 例 4 便 是 一 个 例子 .对 这 个 例子 而 言 ， 
(4) 成 立 ,但 (1) 不 成 立 . 

一 般 来 说 ,如 果 D 是 R? 中 的 多 连通 区 域 ,定理 11.3.2(1) 一 (3) 仍 然 相 互 等 
价 , 但 (4) 与 前 三 项 不 再 等 价 . (1) 与 (2) 等 价 十 分 明显 .为 了 证 明 (2) 与 (3) 等 价 ,由 
于 在 定理 11.3.2(2) 全 (3) 的 证 明 中 并 未 用 到 D 是 单 连通 的 条 件 , 现 在 只 需 证 明 对 
一 般 的 区 域 D 而 言 ,由 (3) 可 以 推 得 (2) 成 立 . 由 (3) 知 ,存在 D 上 的 连续 可 微 函数 
u ,使 得 

du = Pdx + Qdy. 
现在 D 中 任 取 一 条 从 点 4 到 点 B 的 分 段 光滑 曲线 丁 : 
x XN y= KD (tat 
那么 u(x(1),y(1)) 也 是 分 段 连 续 可 微 的 ,于 是 
du (x(1),y(1)) = P(x(t), y(t))dx(1) + Q(x(1),y(1))dy(1), 

因而 


有 
| pax # Oy | du(x(1),y(1)) 


= u(x(B),y(B)) — u(x(a),y(a)) 
u(B)— u(A). 


这 说 明 曲线 积分 | .Pdx + Qdy 与 所 选 路 径 无 关 , 这 就 是 (2). 
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例 5 计算 曲线 积 
= | Xdy — ydx 


(x—y)2 
其 中 工 是 连接 4 = (0, 一 1),B= (1,0) ,但 不 通过 直线 y= x 的 任意 路 径 . 
1 登 业 ee x AN 
解 记 P 7 = 
aQ _ x+y _ 3aP 
ax (x—-y)3 9y’ 


因此 积分 与 路 径 无 关 . 记 点 C 为 (1, 一 1), 选 取 工 为 线段 
ACU CB( 图 11.9) ,于 是 


| | dx = 村 
RT (x — y)? 0o (x+1)2 2° 
| Xdy — ydx = dy 过 
T(x- y) -11-y) 2° 
所 以 
Fs| S| Ss 中 
A (x — yy)? TB (x— yy) 


练习 题 11.3 
1. 利用 Green 公式 ,计算 下 列 积分 : 
GD | edy - 刀 ydxyT 为 加 周志 + 到 = 2, 按 道 时 针 方向 ; 


四 颖 2 
(2) | x+ yydx (x 一 ydy, 荆 为 酉 贺 + 号 = 工 , 按 道 时 针 方向 ; 


(3) | ersin ydx + e*cos ydy, 卫 为 上 半圆 周 xz + y* = ax, 沿 x 增加 的 方向 . 
2. 利用 Green 公式 ,计算 下 列 曲线 围 成 的 面积 : 

(1) 星 形 线 x = acos’t,y= asin1(0 过 1 过 27n); 

(2) 双 纽 线 (x* + y?)*= a:(x? 一 y) (提示: 邻 y= xtan 0); 

(3) Descartes( 笛 卡 儿 ,1596 一 1650) 叶 形 线 x? + y= 3axy(a 记 0) (提示 : 令 y= xt). 
3. 设 封闭 曲线 厂 有 参数 方程 

X= PO, y= WO ta iD 
参数 增加 时 指示 醋 的 正 向 .证 明 : 工 围 成 的 面积 
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fl 9CbD 多 的 

六 二 让 p'1) YL) 

. 单 变量 函数 了 连续 可 微 , 卫 是 任意 一 条 分 段 光滑 的 封闭 曲线 .证 明 : 
(1) | fo) Cyax + xdy) = 0; 


(2) | xz +yz)(Cxdx+ ydy) = 0; 
机 


(3) | ew + yr)(x" dx+ yidy) = 0(n € N’). 
. 设 丁 为 R? 中 的 光滑 封闭 曲线 ,用 n 表示 厂 上 各 点 处 的 单位 外 法 向 量 . 设 a 是 一 个 固定 
的 单位 向 量 , 求 证 : 

| cos Ca, mas = 0， 


这 里 (a,n) 表 示 a 与 n 之 间 夹 成 的 角 . 
. 设 六 为 一 条 光滑 的 封闭 曲线 ,m 表示 单位 外 法 向 量 , 用 (n, 店 表示 n 与 x 轴 正 向 的 夹 角 ， 
(n, 让 表示 n 与 y 轴 正 向 的 夹 角 .计算 曲线 积分 


| CxeosCn,d + ycos(n,j))ds. 

- 计算 下 列 曲线 积分 : 

(1) | er +2xy 一 y)dx +(x?* 一 2xy 一 y)dy, 其 中 工 是 连接 A = (0,0),B = (2,1) 的 
任意 光滑 线段 

的 | 二 和 一 dy ,其 中 区 是 位 于 上 半 平 面 从 点 (- 1,0) 到 (1,0) 的 任意 光 
滑 线段 . 

. 计算 曲线 积分 

| (Cxsin y— ycos y)dx + (xcos y+ ysin y)dy)， 


PX2 十》 


其 中 本 是 原点 在 其 内 部 的 分 段 光 滑 的 闭 曲线 . 


问题 11.3 


. 设 P,Q 在 R* 上 有 连续 偏 导数 ,用 本 表示 以 任意 点 (xo,yo) 为 中 心 、 以 任意 正 数 r 为 半径 
的 上 半圆 周 . 如果 


| PCr, ydx + Ox, dy = 0, 
证 明 :在 Re 上 ,有 P=0,2%=0. 
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2. 证 明 平 面 上 的 Green 第 二 公式 : 

J A Am 
如 Vv 


Uu 
这 里 厂 是 光滑 的 封闭 曲线 ,G 是 由 所 围 成 的 区 域 ,维和 名 是 u,v 沿 的 外 法 线 方向 


Au 9v 


gn 9gnlds, 
u 


dxdy = | 
Tr 


型 


_ oa? 
的 方向 导数 ,A=3 +5 


3. 设 厂 和 G 如 第 2 题 所 示 . 如 果 是 G 上 的 调和 函数 , 即 Au=0 在 G 上 上 成立, 证明: 对 任 
意 的 (xo,yo)EG, 有 等 式 


U(Xxo, yo) es 


1 oalnr au 

2 Le 9 有 In) 
其 中 r= VCxt-Xo) +(y- yo)2 是 (xoyyo) 与 卫 上 动 点 (zx,y) 的 距离 . 

. 设 G 是 了 中 的 区 域 ,& 是 G 中 的 调和 函数 , 卫 是 以 (xzo,yo) 为 中 心 、. 以 尺 为 半径 位 于 G 
中 的 任意 一 个 圆周 ,证 明 : 


,| 
u(xXo,yo) = ZR| yds. 


心 


11.4 等 周 问 题 


在 这 一 节 里 ,我 们 用 第 二 型 曲线 积分 来 解决 一 个 古老 的 几何 问题 . 

在 周 长 相 等 的 一 切 封 闭 曲线 中 ,什么 样 的 曲线 包围 的 图 形 有 最 大 的 面积 ?这 
就 是 著名 的 等 周 问题 . 早 在 古代 ,人 们 就 已 经 意识 到 这 样 的 曲线 应 该 是 圆周 ,但 这 
一 事实 的 严格 数学 证 明 是 在 近代 才 出 现 的 . 

在 19 世纪 ,著名 的 几何 学 家 Steiner( 施 泰 纳 ,1796 一 1863) 曾 经 用 非常 朴素 的 
几何 方法 证 明了 : 除 圆周 外 任何 封闭 曲线 都 不 可 能 是 等 周 问题 的 解 . Steiner 的 论 
据 包 括 以 下 三 个 方面 : 

(1) 如 果 某 封闭 曲线 古 是 等 周 问题 的 解 ,那么 厂 所 围 成 的 图 形 必须 是 凸 的 
点 集 . 
这 是 因为 该 图 形 如 果 不 是 凸 集 ,设想 它 是 图 11. 10 中 所 画 的 那样 ,过 4 和 B 
两 点 连 成 线段 ,然后 把 线段 AB 同 曲 线 T 所 围 成 的 那 一 部 分 朝 直线 对 折 过 去 ,组 成 
一 个 新 的 图 形 , 那 么 我 们 就 得 到 一 个 周 长 没 有 变化 ,但 是 面积 增 大 了 的 图 形 . 
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(2) 设 封闭 曲线 古 是 等 周 问 题 的 解 , 那 么 ,如 果 荆 上 的 两 点 4 和 B 连 成 的 直 
线段 AB 平分 忆 的 周 长 ,那么 AB 必 平 分 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

如 果 不 是 这 样 , 设 AB 平分 一 的 周 长 , 但 未 平分 卫 所 于 成 的 图 形 的 面积 ,那么 
被 AB 分 成 的 两 部 分 图 形 中 , 必 有 一 个 面积 较 大 , 男 一 个 面积 较 小 .这 时 ,如 果 我 们 
把 面积 较 大 的 那 部 分 沿 着 AB 对 折 过 去 ,我们 将 得 到 一 个 面积 更 大 的 图 形 , 但 是 它 
的 周 长 仍 没有 改变 , 见 图 11.11. 


六 二 wy 


~ 


图 11.10 图 11.11 


(3) 如 果 工 是 等 周 问题 的 解 , 在 它 的 上 面 取 任 一 条 既 平 分 厂 的 周 长 又 平分 全 
所 围 成 的 图 形 的 面积 的 弦 4B ,那么 卫 上 任何 异 于 4 和 有 的 点 对 弦 48B 的 张 角 必 
须 为 一 直角 . 

假如 不 是 这 样 , 设 在 图 11. 12 的 上 半 部 分 中 入 APB 不 是 直角 ,那么 只 需 把 其 
中 的 两 块 阴影 部 分 绕 着 点 已 转动 成 图 11. 13 的 形状 ,使 A’PB' = x/2, 然 后 把 此 
图 形 关于 A'B' 对 折 过 去 ,最 后 形成 的 图 形 保持 着 原来 的 周 长 , 但 具有 更 大 的 面积 . 


图 11.12 图 11.13 


显然 ,具备 性 质 (1)~(3) 的 图 形 必须 是 圆 . 

Steiner 的 证 明 非 常 简单 ,非常 美妙 , 可惜 的 是 ,他 并 没有 完整 地 解决 等 周 问 
题 .他 只 是 证 明了 : 除 圆周 之 外 的 任何 其 他 封闭 曲线 ,都 不 可 能 是 等 周 问题 的 解 . 换 
名 话说 ,如 果 等 周 问题 的 解 存在 ,那么 非 “ 圆 ? 莫 属 . 

Weierstrass 指出 了 Steiner 的 “证 明 ” 中 的 漏洞 ,并 举 了 一 些 例 子 来 说 明 , 忽 视 
了 存在 性 问题 ,可 能 会 产生 重大 的 廖 误 .我 们 在 这 里 举 出 一 个 简单 的 例子 :对 大 于 
1 的 任何 正 整数 ,有 nt? 之 ,因此 n 不 可 能 是 最 大 的 正 整 数 .但 由 此 决 不 能 断言 1 
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就 是 全 体 正 整数 集中 的 最 大 者 ,因为 在 这 个 集合 中 ,最 大 者 根本 不 存在 ! 这 个 例子 
非常 粗浅 ,人 人 都 可 以 看 出 其 中 的 症结 .但 是 ,对 那些 复杂 的 问题 ,这 种 漏洞 非常 隐 
蔽 ,一 不 小 心 便 会 落 入 陷阱 . 

现在 ,我 们 仅 限 于 在 分 段 连续 可 微 的 封闭 曲线 类 中 ,来 寻求 等 周 问题 的 解答 . 
以 下 的 证 明 来 自 当代 美国 著名 数学 家 Peter Lax. 

不 失 一 般 性 , 设 封闭 曲线 卫 的 周 长 为 2x. 在 曲线 厂 上 任 取 一 点 作为 度量 弧 长 
的 起 点 , 沿 逆 时 针 方向 量 出 弧 长 为 « 的 那 一 点 .以 这 两 点 决定 的 直线 作为 模 轴 ,以 
它们 的 中 点 作为 原点 ,并 让 起 点 在 横 轴 的 正方 向 上 ,这 样 建立 起 平面 直角 坐标 系 . 
用 丁 自 身 的 弧 长 s 作 参 数 , 厂 上 的 点 可 以 写成 (x(s),y(s)) (0s 二 27), 于 是 
y(0)==y(x)=0, 并 且 x(0)+x(x)=0. 因 此 ,曲线 厂 所 围 成 的 图 形 的 面积 是 ( 见 
11.3 节 中 的 例 1) 


2r 
A =-| ydx =-[ yx ds， 
这 里 x 表示 x 对 弧 长 s 求 导 . 令 
丈 2r 
41 =- | yx’ds, A =-| yx'ds. 


下 面 要 证 明 : 
(a) A1<xn/2; 
(b) A1=x/2 当 且 仅 当 本 的 上 半 部 分 是 圆周 . 
利用 平均 值 不 等 式 , 有 


i nt w / 省， bb 2 /2 
4 = | y(- x)ds < yf cy + Cx ds. (1) 
由 于 参数 * 是 弧 长 ,所 以 (x )?+(y ?=1, 从 而 式 (1) 变 为 
i _ /2 
4 二 二 | Cy +1- Cy) ds. (2) 
令 
加 
u(s) = 一 (OQ Bn 
SIN Y 


由 条 件 y(0) = y(Cr) =0, 可 以 补充 定义 
i 


u(0) = lim u(s) = lim 一 一 = y (0)， 
SO ss0* SIN 9 

Wy = i i 
Sn sox SINS 


因此 u 在 [0,xj 上 连续 ,在 (0,w) 内 连续 可 导 . 
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由 y =u’sins+wucoss, 可 以 算出 
y+1-(y)*= u(sin’s 一 cos2s) — 2uu’sin scoss — (u’)2sin?s +1 
=— (ucos2s + uu’sin2s) +1— (u’ )2sin’s 
三 一 部 Cussin 2s) +1— (u’)?sin?s. 
代入 式 (2) ,得 


Ai < 二 | da - Co sin syds (3) 


T 
2 
这 就 证 明了 了 (a). 为 了 证 明 (b), 注 意 式 (3) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
(wu')?sim?s=0, 即 u =0, 这 表明 只 能 是 常数 , 记 为 ,从 而 y(s) = Asin s. 而 且 
由 式 (1) 可 以 看 出 ,必须 且 只 需 y= 一 x .将 y= Asins 代入 等 式 
y+(y): = (C(x) +(y): = 1, 
得 出 42(sin2s +cos2s) =1, 所 以 12=1. 由 y>0, 得 和 =1, 从 而 得 到 =sin s. 由 
一 y= 三 一 sin s, 得 
X= coOss+H, 
其 中 为 常数 .根据 x(0) +x(Cr)=0, 得 1+A+(-1)+A=0, 所 以 人 =0. 最 后 得 
X=coss, y=sins (0 过 过 T). 

这 正 是 上 半圆 的 方程 .用 同样 的 方法 处 理 A; ,得 出 卫 的 下 半 部 分 也 必须 是 一 个 半 
圆 .这 就 证 明了 :为 了 取得 最 大 的 面积 ,必须 且 只 需 是 单位 圆 . 


练习 题 11.4 


1. 设 周 长 为 工 的 任意 封闭 曲线 工 围 成 的 区 域 的 面积 为 A. 证 明 : 
> 
闻 兴 


dx” 
式 中 等 号 当 上 且 仅 当 卫 为 圆周 时 成 立 . 
2. 证 明 : 周 长 为 艺 的 四 边 形 中 以 正方 形 面积 最 大 . 


。 89 。 


第 12 章 曲面 积分 


在 第 11 章 中 ,我 们 详细 地 介绍 了 曲线 积分 . 曲线 积分 有 两 种 类 型 :第 一 型 和 第 
二 型 曲线 积分 .我 们 即将 看 到 ,本 章 内 容 的 脉络 与 前 一 章 完 全 相似 . 曲面 积分 也 有 
第 一 型 和 第 二 型 之 分 ,第 一 型 不 涉及 曲面 的 定向 ,而 第 二 型 曲面 积分 则 与 曲面 的 定 
向 有 关 . 

读者 应 当 记 得 ,第 一 型 曲线 积分 与 曲线 的 弧 长 关系 密切 ,而 曲线 弧 长 在 上 册 
7.1 节 中 就 已 经 讨论 过 了 .第 一 型 曲面 积分 与 曲面 面积 的 关联 也 很 密切 ,因此 ,我 
们 必须 从 曲面 的 面积 讲 起 . 


12.1 曲面 的 面积 


许多 平面 图 形 的 面积 的 计算 公式 , 早 在 Euclid 的 《几何 原本 出 现 之 前 就 已 经 
建立 起 来 了 ,特别 是 平面 多 边 形 的 面积 的 计算 ,也 许 是 更 早 一 些 的 事 . 对 一 般 平面 
上 有 界 点 集 的 面积 ,在 本 书 的 10.4 节 中 ,已 经 通过 二 重 积分 给 予 了 定义 . 

多 面体 的 表面 是 由 一 些 平 面 多 边 形 组 成 的 ,其 表面 积 就 是 这 些 平 面 多 边 形 的 
面积 之 和 ,因此 多 面体 的 表面 积 的 计算 就 被 认为 解决 了 . 对 弯曲 的 曲面 ,人 们 想到 
用 内 接 于 该 曲面 的 多 面体 的 表面 积 来 和 逼近 ,这 是 很 自然 的 事 . 曲线 的 弧 长 正 是 用 内 
接 于 该 曲线 的 连续 折线 的 长 度 来 通 近 的 ,对 多 面体 抱 有 类 似 的 希望 又 有 什么 不 合 
理 的 呢 ? 但 是 ,19 世纪 末 ,H. A. Schwarz( 施 瓦 茨 ,1843 一 1921) 给 出 的 一 个 著名 
的 例子 说 明 , 即 使 是 对 非常 简单 的 曲面 ,这 种 想法 也 是 行 不 通 的 . 

考虑 一 个 底 半 径 为 1、 高 为 1 的 直 圆 柱 面 5. 若 将 5 沿 一 条 母线 前 开 , 然 后 把 
它 平 铺 在 平面 上 ,就 变 成 一 个 边 长 为 1 和 2x 的 矩形 ,这 个 矩形 的 面积 等 于 2x, 因 
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此 5 的 表面 积 就 应 当 等 于 2r. Schwarz 考虑 用 多 面体 的 边界 来 通 近 这 个 直 圆 柱 
面 :用 与 母线 垂直 的 、 间 隔 均匀 的 m +1 张 平 面 去 分 割 这 个 直 圆 柱 , 截 出 m+1 个 
圆周 .然后 在 每 一 个 这 样 的 圆周 上 ,用 nn 个 分 点 把 它 等 分 . 这些 分 点 是 这 样 分 布 
的 :上 一 个 圆周 上 的 分 点 对 最 靠近 它 的 下 一 圆周 的 垂直 投影 与 下 一 圆周 上 的 相 邻 
两 个 分 点 有 相等 的 距离 .图 12.1 中 的 分 点 A 和 B,C 就 代表 这 种 关系 . 

再 把 A,B,C 三 点 连 成 一 个 三 角形 ,并 且 设 想 所 有 的 有 这 种 关系 的 三 个 分 点 
都 被 这 样 地 连 成 了 三 角形 ,从 而 作成 了 图 12.2 所 示 的 模型 , 它 是 一 个 内 接 于 直 圆 
柱 面 的 一 个 多 面体 .这 个 多 面体 由 2mn 个 全 等 的 三 角形 组 成 .为 了 计算 这 个 多 面 
体 的 面积 ,只 需 计 算 一 个 这 样 的 小 三 角形 的 面积 就 好 了 . 


图 12.1 


在 图 12.1 中 ,我 们 看 出 二 BO4 =x/n, 从 而 | A'D|=1-cosCx/n), 所 以 


|1AD|=vVIAAl:+|ADE = (1 -cosE) + (二 ). 


m 
因此 个 ABC 的 面积 等 于 


六 [|BCl|.| AD|=| BD|-| 4D1= sin 开 .A/(1-ecos 亚 ) + (2). 
从 而 多 面体 的 表面 积 等 于 
Om = 2mnsin 六 ‘all -cos Tt) " ey 
= 2nsinE fm’(1- cosE) +1. 


当 m 和 nn 同时 无 限 增加 时 ,所 有 那些 小 三 角形 的 直径 趋向 于 零 , 但 o),; 没 有 极限 ! 
实际 上 , 若 令 m 与 n 这 样 地 增长 ,使 得 比值 m/n? 趋向 于 一 个 确定 的 数 g , 即 


lim 世 = q 
n? . 
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一 方面 ,我 们 有 
lim msin 工 = 工 . 
n 
男 一 方面 ,有 
limm(1 -cos )= limm 二 (到 ) = pe 
这 里 ,我 们 已 经 使 用 了 等 价 无 穷 小 代 换 : 
1 08 ~ pa (n— co ). 
这 样 一 来 ,有 


gq: 
lm = 2 [a™ 直下 (1) 


由 此 可 见 ,这 个 极限 依赖 于 比值 9 的 大 小 , 即 依赖 于 m 与 同时 增加 的 方式 . 当 
4=0 时 ,也 只 在 这 个 时 候 , 所 说 的 极限 等 于 2x, 这 正 是 中 学 立体 几何 教程 中 已 求 
出 的 面积 . 

深入 地 考察 一 下 等 式 (1) , 便 能 发 现 错误 之 所 在 . 当 49=0 时 ,m 与 n 虽然 同时 
趋向 于 无 穷 大 ,但 是 m 趋 于 无 穷 大 的 速度 远 比 n? 趋 于 无 穷 大 的 速度 要 慢 ,这 时 那 
些小 三 角形 的 正 投影 的 面积 可 以 变 得 要 多 小 就 有 多 小 ,或 者 说 这 些小 三 角形 可 以 
任意 地 贴近 直 圆 柱 面 , 这 时 cw,* 的 极限 的 确 能 表示 直 圆 柱 面 的 表面 积 . 当 9g = + = 
时 ,正好 相反 ,这 时 这 些小 三 角形 几乎 变 得 与 直 圆 柱 面 的 轴线 垂直 ,也 就 是 说 几乎 
与 直 圆 柱 面 的 切 平面 垂直 . 

因此 ,我 们 只 能 放弃 用 内 接 于 曲面 的 多 面体 面积 的 极限 来 定义 该 曲面 面积 的 
想法 .在 此 ,我 们 也 不 去 讨论 最 一 般 的 曲面 面积 的 定义 ,而 是 假定 曲面 已 经 有 了 连 
续 可 微 的 参数 表示 . 

现在 , 设 所 讨论 的 曲面 有 向 量 方程 r= ru,v), 其 中 (u,v)EA,A 是 Ri 
中 的 一 个 区 域 .也 就 是 说 ,曲面 3 有 参数 方程 


大 三 无 (UL VD)， 
| yl(u,v), (CU) € A)， 
z= z(u,v) 
并 且 设 A 与 曲面 上 的 点 有 一 对 一 的 关系 .我 们 还 设 rE C'(A), 并 且 在 A 上 ， 
ru X rz 天 0. 简 而 言 之 , 设 是 正则 曲面 . 

在 上 面 所 有 的 条 件 下 ,我们 来 定义 曲面 3 的 面积 .用 wu 曲线 和 w 曲线 把 曲面 
分 成 小 块 .每 一 小 块 在 曲面 的 切 平面 上 的 投影 的 面积 可 以 近似 地 表示 为 
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riAu XrAv) = | ry, xr, AuAv. 
这 样 , 和 式 
») ri xx rv AuAv 
就 可 以 当 作 5 的 面积 的 近似 值 .加 密 u 曲线 和 w 曲线 ,通过 极限 过 程 ,我 们 对 曲面 
的 面积 给 出 如 下 的 定义 . 
定义 12.1.1 设 正则 曲面 有 参数 向 量 方程 r=rCu,v)((u,v)EA). 称 


ol(5) S| rioxr,ldudv (2) 
A 


为 曲面 3 的 面积 ,并 且 记 
do = | r, xr,| dudv, (3) 
称 do 为 曲面 的 面积 元 素 , 简 称 面 元 . 
必须 作出 以 下 三 点 说 明 : 
(a) 只 有 证 明了 这 个 定义 不 依赖 于 参数 方程 的 选择 ,这 个 定义 才 是 合理 的 . 设 
参数 (u,v) 经 过 正则 映射 


证 Us We VCs (4) 
变换 成 了 参数 (s ,1) EA', 映 射 (4) 在 A 与 A' 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 .由 9.5 节 
的 公式 (22) , 推 知 
_ la(u,v) 
| rsxrz|l A a(s,1) | x 中 还 |。 


再 对 式 (2) 的 右边 作 换 元 (4) ,得 到 
9(u,v) 


“= 用 Pr x rl | sy 


这 就 证 明了 曲面 面积 的 定义 式 (2) 确 实 与 参数 的 选择 无 关 . 
(b) 关于 了 是 单 射 的 假设 ,是 为 了 防止 曲面 上 出 现 重 点 .但 是 ,如 果 在 曲面 3 
上 只 有 孤立 的 重点 ,或 者 重点 的 集合 对 应 于 A 中 的 零 面积 集 , 公 式 (2) 仍 可 适用 . 
(c) 平面 图 形 也 可 以 看 成 是 一 张 曲面 . 如 果 D 是 xy 平面 上 的 区 域 , 则 有 参数 
方程 r(x,y) = (x,y,0)((x,y)ED). 这 时 ,r= (1,0,0),r, = (0,1,0), 从 而 有 
do = |r.xr,|dxdy = dxdy, 


dsdi 二 | rs x ri ldsdr. 


公式 (2) 就 退化 成 
dDY = axay = | ae. 


这 正 是 10.4 节 中 平面 图 形 面积 的 定义 .这 说 明 , 一 般 曲面 面积 的 定义 和 过 去 已 经 
给 出 的 平面 图 形 的 面积 定义 没有 冲突 . 
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曲面 面积 有 下 列 几 种 表示 方法 .由 9.5 节 中 的 式 (19) ,可 知 


“22 由 (人 [ey + (9) (EY adv. 


| a(u,v) 
此 外 ,由 9.5 节 的 式 (21)， 得 到 
-3)=| VEG — F*dudv, 
A 

NAN Oye gz \2 
(| tl 二 全) ， 

_ gx9x ，9y9y ,9z9z 
P= Iud0 auav " udw’ 


+0 


z= f(x,y) ((x,y) € D) 
表达 时 ,我 们 可 以 将 它 写 为 参数 形式 
=X, y=y, ZzZ= f(x,y) ((x,y) € D). 


a(u,»v) 


G 
当 曲 面 是 由 显 式 


Il 


这 时 ， 


a(y,z) __9f 9zsx) __9f accy) 
a(x,y) ax” a(x,y) ay” 9(x,y) 


由 式 (5) ,得 到 
DA + ares 


例 1 计算 半径 为 a mm 
解 ” 用 球面 参数 方程 来 计算 , 即 令 


X= asinOtcosp, y= asinOsing, z= acos0. 


这 时 ， 

E=a:, F=0, G = asin0, 
所 以 面 元 的 表示 是 

= VEG - 严 dgdp = azsin 0d0dp. 
因此 所 求 的 面积 为 


2r [x Ls 
Ss= | | assin bdbdp = 2ra’| sin 8dg = Maas. 


ee 


(5) 


(6) 


C7) 


(8) 
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例 2 计算 球面 x*+y*+z?=a? 被 柱 面 x? + y*=ax 所 截 下 的 面积 . 
解 ” 从 上 题 已 知 球面 的 面积 元 素 如 式 (8) 所 示 . 
当 求 积分 的 时 候 ,须知 参数 的 变化 区 域 A. 将 球面 的 参数 方程 代入 柱 面 的 方 
程 ,得 出 sin 96= cos 9=sin《x/2 一 9). 当 点 在 第 一 卦 限 中 变化 时 ,09,9 EL0,x/2]， 
从 而 得 出 9+ p=x/2, 因 此 A 是 三 角形 区 域 : 
= (C0,9):0,9 之 0,9+ 9 之 于 


2 
因而 所 求 曲 面 的 面积 为 
4|| do = 4 | czsin Odod9 


/2 n/2—9 
= 4a’[” dg| sin 0d0 


= 4a|" a -sinp)dp = 2a? (x — 2). 0 

例 3 求 曲 线 y= 了 (x)(f(x) 宇 0,4a 志 x 三 b) 绕 x 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 
面积 . 
解 ” 在 旋转 曲面 上 任 取 一 点 P(x,y,z). 从 图 12.3, 可 以 看 出 
y+z=|04|:=|QP|:=| OR| = f(x). 


由 此 得 旋转 曲面 在 z 轴 正 方向 的 方程 为 
= Vfi(x)— y. 
由 此 得 
az _ fF x) az _ —y 


VP- 0 /P= 
az\2 /gz\? _ 2 1+ (fF (x))? 
入 (yj = f2(x) By 
由 式 (7) , 即 得 所 求 的 旋转 曲面 的 面积 为 
Se ?ye ) V 1 十 | 
Vfi(x) 一 
其 中 D 是 旋转 曲面 在 xy 平面 上 的 投影 区 域 (图 12.4). 于 是 得 


j. b 7 - fx) dy 
$= 2| fox) V1i+ (Ff | 二 
a -~ 太 芒 Jf (NY a 六 


2x| fCx) dr dy, 0 
我 们 曾经 在 7.1 节 中 用 其 他 方法 得 到 过 这 个 公式 . 


dxdy， 
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12.4 


练习 题 12.1 


(1) 锥 面 z= V 关 + 只 被 圆柱 面 x* + y*=2x 截 下 的 部 分 . 
(2) 圆柱 面 x* +z?*= a? 被 圆柱 面 xY+ y*=a? 截 下 的 部 分 . 
(3) 圆柱 面 x* + y?*= a? 介 于 平面 x+z=0 和 x 一 z=0 之 间 的 部 分 . 
(4) 球面 x*+y*+z*=a? 被 椭圆 柱 面 
a a a 
a b? 
所 截 下 的 部 分 . 
(5) 马鞍 面 az = xy 被 圆柱 面 x* + y* = a? 截 下 的 部 分 . 
(6) 抛物 面 x* + y* = 2az 被 柱 面 (x? + y*)*=2a?xy 截 下 的 部 分 . 
(7) 螺旋 面 


XxX= rcos 0， 
= FIO (0 二 7 二 0 过 四 委 27). 
z= 有 0 


12.2 第 一 型 曲面 积分 


设 三 是 R* 中 一 张 有 面积 的 曲面 ,5 上 按 ( 面 ) 密 度 2 分 布 着 某 种 物质 , 问 如 何 
s i96 。 


第 12 章 曲面 积分 


求 出 分 布 在 三 上 物质 的 总 质量 ? 
沿用 前 面 用 过 的 做 法 ,将 记 分 成 若干 小 块 S1 ,2 Sn ,并 在 每 一 小 块 S; 上 
任意 取 定 一 点 书 , 这 时 小 块 S$; 上 的 质量 近似 地 等 于 2(Cpi)c(CSi) ,于 是 曲面 片 三 上 
的 质量 就 近似 地 等 于 
> ep)oCS)， 


当 我 们 把 曲面 片 3 无 限 细 分 时 ,上 面 和 式 的 极限 就 可 以 定义 为 展 布 在 曲面 片上 上 
物质 的 质量 MM, 即 


以 上 的 实例 引导 出 下 面 的 第 一 型 曲面 积分 的 定义 . 

定义 12.2.1 设 卫 是 一 张 可 求 面积 的 曲面 片 ,三 是 定义 在 三 上 的 图 数 ,分割 
fr 把 王 分 成 若干 更 小 的 曲面 片 Si, 9 ,…，,9S, .定义 分 割 x 的 宽度 为 上 x | = 
max{(diam(CSi :=1,2,…,1) .在 每 一 小 片 9 上 任 取 一 点 p; ,如 果 和 数 


Df )cCSi) 
当 | zx >0 时 有 有 限 的 极限 ,并 且 其 极限 值 不 依赖 于 点 p; 在 S; 上 的 选择 ,那么 
称 这 个 极限 值 为 函数 f 沿 曲面 5 的 第 一 型 曲面 积分 , 记 作 | jae 


如 果 5 是 正则 曲面 , 它 的 参数 方程 为 r=rCu,v)((u,v)EA); 函 数 1 在 5 
上 连续 ,那么 利用 12.1 节 中 关于 曲面 面积 元 素 的 表达 式 (3), 便 可 得 出 第 一 型 曲面 
积分 的 计算 公式 : 


fdo = |ferlr, xr,|dudv. (1) 
| | 
A 


请 注意 ,定义 12.1.1 之 后 的 前 两 点 说 明 ( 即 (a) 和 (b)), 对 定义 12.2.1 显然 仍 
起 作用 . 
若 常 值 函数 f=1, 则 它 在 5 上 的 第 一 型 曲面 积分 正 是 曲面 3 的 面积 oa (3). 
如 果 曲 面 了 5 可 以 由 显 式 
z= p(x,y) ((x,y) € D) 
表示 ,其 中 D 是 有 面积 的 平面 闭 区 域 ,PE C1(D), 则 公式 (1) 变 成 
| fde -eey pc)Aa+ ( 22) <) dxdy. (2) 


(a 


为 了 方便 读者 ， 我 们 把 计算 第 一 型 曲面 积分 的 步骤 程式 化 . 
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(1) 为 曲面 卫 求 得 一 个 符合 要 求 的 参数 表示 r 或 显 式 表示 9, 定 出 它们 的 定义 
域 A 或 D; 
(2) 计算 面 元 dc= rs, Xr,| dudv 或 


do = 1 + (于 ) + 人 dxdyi (3) 
(3) 计算 二 重 积 分 (1) 或 (2). 
例 1 计算 积分 


A=| cz+y+zdo， 
其 中 5 表示 上 半球 面 x* + y+z?=a*(z 宇 0). 
解 ” 由 于 
A= | xdo + | yde +| zdo, 


考虑 到 曲面 的 几何 对 称 性 和 被 积 函 数 的 奇偶 性 ,可 知 上 式 右边 的 第 一 、 第 二 个 积分 
等 于 零 , 因 此 


A= | zdo. 
由 公式 (3) ,可 知 


因此 


例 2 计算 积分 


其 中 是 球面 x* +y*+z?= a?. 

解 引入 球面 的 参数 表示 当然 可 以 算出 A( 读 者 可 自行 练习 ), 但 是 利用 对 称 
性 可 以 几乎 不 必 计 算 而 得 出 结果 .事实 上 ,我 们 有 

| xido = | ydo = a zdo, 
从 而 可 得 
4 = 可 | G++z)do = 对 | .do = 村 co(3)= nat, 
例 3 设 半径 为 R 的 球面 上 均匀 分 布 着 某 种 质量 . 求 其 产生 的 引力 场 . 
。 198 ， 
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解 ” 同 10.9 节 的 例 4 一 样 ,在 空间 中 任 取 一 点 了 ,我 们 要 计算 在 点 p 处 单位 
质量 所 受到 的 引力 . 取 球 心 为 原点 ,建立 坐标 系 .不 妨 设 p= (0,0,7). 在 球面 上 任 
取 一 点 (x,y,z) ,环绕 着 它 在 球面 上 取 一 块 面积 元 素 dc, 则 这 一 小 块 对 点 p 的 引 
力 在 z 轴 上 的 分 量 为 

(z ~ Ddo 
.0 


因此 整个 球面 对 p 的 引力 在 z 轴 上 的 分 量 为 


二 小 二 少 
Fe 1 (CC2 十 好 +(z 一 Dd 


这 里 5 为 球面 x 二 六 +z*= R?. 利 用 球 坐 标 
xX= RsinGcosp, y= RsinOsing, z= Reosb, 
这 时 = R* ,=0,G = R?sin:0, 从 而 可 得 
do = VEG - 严 dgdp = R’sin 0dgdp. 


这 样 有 
ee ai Reos0—1 要 
F; 二 L | (CR? ee 2RIlcos 0 再 IR SILD 0d0dp 
二 2 | (Reos 0 — 1)sinO0 
= 2xR lh (R? — 2RIcos 0 十 Tad0 
= 2xR*G(R), 
这 里 


Ry | (Reos 0 — I)sin 0 


0 ( 尺 2 一 2RIcos 0 十 L240- 


10.9 节 的 例 4 中 已 经 算出 


0， 及 之 1， 
G(R) = 


由 此 可 知 , 如 果 p 点 在 球 外 , 即 !R , 则 有 
_ 4xR? 
2 
这 相当 于 把 球面 上 的 全 部 质量 集中 在 球 心 所 产生 的 引力 . 如果 p 点 在 球 内 , 即 1 一 
R, 则 有 


F, = 


即 球面 对 其 不 产生 引力 . 
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练习 题 12.2 


计算 下 列 曲面 积分 : 


do Ee ee ed 
(CD | .区 计生 ,三 是 四 面体 * 》 z 委 1(Cx,y,z 过 0) 的 边界 ; 


ew | | 2 | de Bi + ls 


(3) | .ow + yz + zx)do,5:z = Vx + y 被 圆柱 面 x?+ y?=2x 截 下 的 部 分 . 


问题 12.2 


1. 设 瑟 为 单位 球面 x?*+ y*+z?=1. 证 明 Poisson( 泊 松 ,1781 一 1840) 公 式 : 
| feax + by + cz)do = 2x| 天 Va + bi+cit)dt. 
2. 设 5(1) 是 平面 x+y+z= 1 被 球面 x*+y +z?=1 截 下 的 部 分 , 且 
F(xyyrz} = 1— (x + 2) 
求证 : 当 |t| 志 V3 时 ,有 


_ N/a _ /22 
| Fr,y,2)do = 否 (3 一 42)? 


3. 设 f(0D) 在 |t| 二 Va*+b*+c* 上 连续 .证 明 : 


ax + by+ cz 2 1 | 
i 三 尝 Va + b+c? 
3 I /( dy gx| fd ar+b*+c ti)dt 


x +y +z* <1l 


12.3 第 二 型 曲面 积分 


第 二 型 曲面 积分 与 曲面 的 定向 有 关 , 因此, 我们 必须 首先 讲述 定向 曲面 的 


A 


我 们 指出 ,任何 正则 曲面 片 都 是 可 定向 的 . 设 
BS:r=r(u,v) ((u,v) € A) 
是 一 块 正 则 曲面 片 .因为 r, Xr, 关 0 在 A 上 处 处 成 立 , 所 以 在 曲面 上 的 各 点 处 
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有 确定 的 法 回 量 . 回 量 
十 Ry 
”由 Fy 中 


都 是 单位 法 向 量 .我 们 可 以 指定 其 中 的 任何 一 个 作为 3 的 正方 向 ,例如 ,指定 带 正 
号 的 那 一 个 为 5 的 正方 向 . 当 参 数 (u,v) 在 A 上 连续 变化 时 ,这 指定 的 单位 法 向 
量 在 上 也 连续 变化 ,不 会 突然 转 到 相反 的 方向 上 去 .我 们 约定 把 曲面 2 的 正法 
线 指向 的 一 侧 叫做 的 正 侧 ,相反 的 那 一 侧 叫 做 负 侧 . 凡是 能 明确 地 区 分 正 、 负 两 
侧 的 曲面 ,叫做 双 侧 曲面 .所 以 正则 曲面 一 定 是 双 侧 曲 面 ,我 们 说 它 是 可 定向 的 . 例 
如 ,平面 (或 它 的 一 部 分 ) 、 椭 球面 (或 它 的 一 部 分 ) 等 等 ,都 是 可 定向 的 ,也 就 是 双 侧 
曲面 . 

不 可 定向 的 曲面 的 一 个 著名 例子 叫做 M6bius( 默 比 乌 斯 ,1790 一 1868) 带 . 设 
想 有 一 张 矩 形 纸 带 , 见 图 12.5, 记 作 4BB; 4: ,用 两 手 捏 着 它 的 两 端 ,然后 像 近 麻花 
一 样 地 把 它 扭转 过 来 ,再 把 线段 AB 与 线段 A1Bi 粘贴 起 来 ,但 要 使 得 4 与 Bi 番 
合 而 B 与 41 黏合 ,这 样 得 到 的 曲面 就 叫做 Mobius 带 , 见 图 12.6, 把 这 张 曲面 记 
作 M. 


AR < 
图 12.5 12.6 


在 M 上任 取 一 点 P, 在 P 上 指定 一 个 单位 法 向 量 , 当 点 P 了 在 M 上 连续 变化 
时 ,这 个 单位 法 向 量 也 连续 地 改变 , 当 点 P 在 M 上 扫 过 一 圈 仍 回 到 原来 的 出 发 点 
时 ,这 时 的 单位 法 向 量 的 方向 正好 与 最 初 的 单位 法 向 量 的 方向 相反 ! 换 一 个 更 加 
通俗 的 说 法 ,也 就 是 ,有 一 个 人 提 着 油漆 桶 来 刷 M6bius 带 ,那么 他 可 以 把 W 的 所 
有 部 分 全 都 刷 上 油漆 , 而 无 须 通过 曲面 的 边界 ! 这 就 说 明 M6bius 带 是 不 可 定 
向 的 . 

第 二 型 曲面 积分 只 能 在 双 侧 曲面 上 定义 . 

我 们 常常 会 遇 到 由 若干 块 连续 可 微 的 曲面 片 拼 接 而 成 的 曲面 .例如 ,立方 体 的 
表面 就 是 这 样 的 曲面 .如 何 给 “拼接 曲面 "定向 ,需要 作 进 一 步 的 说 明 . 

首先 ,拼接 曲面 由 有 限 多 块 曲面 片 拼 成 ,其 中 任何 两 块 至 多 只 相交 于 边界 上 的 
一 段 曲 线 , 任 意 三 块 (或 更 多 的 块 ) 至 多 只 能 相交 于 边界 上 的 一 个 点 .其 次 ,为 了 给 
整 块 曲面 定向 ,每 一 块 小 曲面 片 应 是 可 定向 的 .一 旦 其 中 的 一 块 曲面 片 的 正 向 确定 
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之 后 , 它 的 边界 曲线 也 随 之 定 了 方向 ,规则 是 : 当 一 个 人 站 在 正 侧 沿边 界 正 向 绕 行 
时 ,曲面 片 的 内 部 应 在 人 的 左手 边 ,只 有 在 曲面 的 定向 与 它 的 边界 曲线 的 定向 符合 
这 一 规则 时 , 称 它们 的 定向 是 协调 的 . 如果 两 个 有 一 段 公 共 边 界 的 曲面 片 , 它 们 各 
自 的 定向 使 得 在 它们 的 一 段 公 共 边 界 上 的 定向 正好 相反 ,那么 这 两 块 曲面 片 的 定 
向 也 称 为 是 协调 的 . 设 5 是 一 张 拼 接 曲 面 ,如 果 它 的 任何 两 块 有 一 段 公共 边界 的 
曲面 片 都 有 协调 的 定向 ,我们 说 拼接 曲面 3 是 可 定向 的 .我 们 还 约定 :把 协调 选择 
的 各 块 曲面 片上 的 正 向 , 当 作 3 的 正 问 . 
例 1 考察 一 个 立方 体 的 表面 .这 是 一 个 封闭 的 
拼接 曲面 ,由 六 个 正方 形 组 成 .在 每 一 个 正方 形 上 ， 
ee 我 们 规定 朝 外 的 法 线 方 向 为 其 正 癌 ,那么 每 一 个 正 
方形 的 边界 的 方向 也 就 随 之 确定 了 , 即 我 们 从 外 部 
看 上 去 , 它 是 按 逆 时 针 方 向 绕 行 的 (图 12.7). 
Pee 由 图 12.7 看 出 ,这 张 拼接 曲面 是 可 定向 的 . 口 
例 2 设 4BB;4i 是 一 个 矩形 ,线段 CD 将 它 
分 成 两 个 小 矩形 . 按照 图 12. 8 将 每 一 个 小 矩形 定 
图 12.7 向 ,再 把 4B3 和 41 Bi 黏合 起 来 ,形成 一 张 拼 接 曲面 . 
如 果 将 A 和 4i; 黏合 .B 和 Bi 黏合 , 则 得 到 一 张 柱 
面 , 它 有 协调 的 定向 ,所 以 是 双 侧 曲面 .但 是 ,如 果 将 A 和 Bi 黏合 .B 和 41 黏合 ， 
就 成 了 Mobius 带 , 它 不 是 双 侧 曲面 ,事实 上 , 它 有 不 协调 的 定向 . 0 
现在 开始 讨论 第 二 型 曲面 积分 . 
设 区 域 DCR,F:D->R’, 即 在 区 域 D 4 < 4 
上 定义 了 一 个 向 量 场 ,姑且 设想 下 是 流速 场 . 
又 设 CD 是 一 张 有 面积 且 可 和 定向 的 曲面 
片 ,我们 希望 计算 流速 场 下 在 单位 时 间 内 从 
曲面 3 的 一 侧 流向 另 一 侧 的 流量 . 由 于 流速 
无 论 大 小 还 是 方向 都 随 着 点 在 三 上 的 变化 而 
变化 ,5 又 是 弯曲 的 ,所 以 只 有 用 曲面 微 元 的 方法 才能 解决 这 个 问题 . 
为 了 计算 流量 ,应 当 给 5 定向 .我 们 任意 选 定 3 的 正 侧 , 最 后 算出 的 流量 的 
正 负 号 与 指定 曲面 3 的 哪 一 侧 为 正 侧 有 关 . 如 果 改 变 5 的 定向 ,最 后 的 结果 将 
相差 一 个 符号 .从 负 侧 流向 正 侧 的 流量 算 作 正 的 ,而 从 正 侧 流向 负 侧 的 流量 算 作 
负 的 . 
我 们 从 曲面 上 任 取 一 块 微小 的 面 元 do ,并 把 此 面 元 的 指向 正 侧 的 单位 法 向 
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量 记 作 n. 于 是 ,在 单位 时 间 内 ,通过 此 曲面 微 元 的 流 
体 的 总 量 为 下 * ndo. 在 图 12.9 中 ,这 正好 是 那个 斜 放 n 
着 的 柱 体 的 体积 . 由 此 可 见 , 在 单位 时 间 内 ,通过 曲面 0) 


= 的 流体 的 总 量 为 
| F 。ndo. 

下 面 我 们 给 出 : 

定义 12.3.1 设 王 是 Rs 中 定向 的 光滑 曲面 ,了 
上 确定 其 方向 的 单位 向 量 记 为 n ,下 是 定义 在 5 上 的 向 
量 值 函 数 . 记 do = ndo,do 是 5 上 的 面积 元 素 . 称 

|.F.do=| F.nds | (1) 

为 下 在 有 向 曲面 上 的 第 二 型 曲面 积分 . 

如 果 记 F= (P,QO,R),n=(cosa,cosPB,cos 7Y), 其 中 a,B,y 是 n 的 方向 角 ， 
即 分 别 是 n 与 x 轴 、y 轴 和 z 轴 正 向 的 夹 角 ,那么 式 (1) 也 可 表示 为 


12.9 


| Cpeos a + QcosP + Reos yy)do. (2) 
再 令 
dydz = cosado, dzdx = cos pdo， dxdy = cos ydo, (3) 
那么 式 (2) 可 以 改写 为 
| Paydz + Qdzdx + Rdxdy. (4) 
3 


式 (4) 是 人 们 普遍 使 用 的 第 二 型 曲面 积分 的 记 法 . 

我 们 来 看 式 (3) 中 的 最 后 那个 等 式 , 即 dxdy = cos Ydo, 它 表明 :dxdy 代表 面 
元 do 在 xy 平面 上 的 投影 ,这 个 投影 的 面积 是 可 正 可 负 的 ,全 由 dc 上 的 法 向 量 与 z 
轴 正 向 的 夹 角 是 小 于 x/2 还 是 大 于 x/2 而 定 .对 式 (3) 中 其 他 两 个 等 式 ,也 可 以 作 
出 类 似 的 解释 . 

现在 来 谈 谈 第 二 型 曲面 积分 的 计算 .请 注意 , 式 (1) 与 式 (2) 已 经 是 第 一 型 曲面 
积分 ,如 何 计算 这 种 积分 ,在 12.2 节 中 已 经 学 习 过 .我 们 把 这 些 公式 写 得 更 具体 一 
点 , 即 把 它们 归结 为 二 重 积分 来 计算 . 

考察 正则 曲面 3: 

r=r(u,v) ((u,v) € A), 

并 设 r 实现 了 3 与 4 之 间 的 一 一 对 应 .这 时 ,曲面 3 的 单位 法 向 量 是 
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n (5) 


三 拉 Tu XX Fy 

rxrs) 
选择 正 、 负 号 ,应 使 得 式 (5) 的 右边 与 已 经 指定 的 5 的 定 问 一 致 .在 12.1 节 中 ,我 
们 已 有 


do = | r,xr,|dudv, 
所 以 
do = ndo =+ (r, Xr,)dudv, (6) 
从 而 式 (1) 就 变 成 了 
+|IFer.(r, Xr,)dudv. (7) 
I 
更 进一步 , 若 把 式 (7) 中 的 向 量 三 重 积 ( 即 混 合 积 ) 展 开 , 则 得 到 
a(y,z) a(Zsx) ,CX,y) 
+|[(P ra rn vo te re aud (8) 


利用 行列 式 , 可 把 式 (8) 写 为 
Pr Or Roer 


ax 9y 9z 

+t|| ay Bw on awdy. (9) 
4|ax ay az 
9v Aav 9v 


如 果 曲 面 互 是 由 显 式 表达 的 , 即 
5S:z = fx,y) (CX,y) € D), 
那么 


3 af 
rave: + dy + Rixdy = 直人 P 了 R)dxdy. (10) 


上 式 的 右边 是 展 布 在 D 上 的 二 重 积 分 ,右边 的 正 、 负 号 要 根据 曲面 的 定向 来 决定 . 
例如 ,如 果 把 曲面 的 上 侧 定 为 正 侧 , 即 要 求 正法 向 量 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 ， 
则 cos y 盖 0, 这 时 应 在 式 (9) 的 右边 取 正 号 . 

在 式 (10) 中 ,如 果 P= O=0, 公 式 将 变 得 特别 简单 : 


|[Raxay = +t||RCx,y, fr, y)) dxdy. (11) 
总 

下 面 看 几 个 例子 . 

例 3 计算 积分 


A = | xayaz + ydzdx + zdxdy, 
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其 中 5 是 三 角形 {(x,y,z):x,y,z 宇 0,xX+y+z=1), 法 向 量 与 (1,1,1) 同 方向 . 
解 ” 这 里 我 们 给 出 三 种 解法 . 
(a) 先 计 算 


J[zaxay. 


> 
按照 公式 (11) ,这 个 积分 等 于 二 重 积分 
1 l=—% 
Q-x- yaxdy= | qx| (1- x- ydy 
Dad . 0 0 


x+ yl 


宇 二 | .a — XxX):dx 
2J0 


= 震 G-23|; = 十 
对 称 地 ,有 
| xdydz =| ydzdx = 于， 
亚 2 
所 以 A=1/2. 


(b) 曲面 5 的 单位 法 向 量 是 n= (1,1,1)/V3. 今 = (x,y,z), 那 么 


Pe | F， 而 由 三 | 外 六 市 ,4 启 "C3)， 


由 于 了 是 一 个 边 长 为 V2 的 等 边 三 角形 ,所 以 o(5) =V3/2, 因 此 4=1/2. 
Cc) 利用 公式 (10) .这 时 ,P=x,O@=yR=z,z=jFry)=1-x 一 yy 所 以 


于 = -1 对 = -1, 式 (10) 右 边 的 积分 取 正 号 ,于 是 有 
A =|c 卫生 1] 二 一 Ydxdy = dxdy = pe 
例 4 曲面 3 是 中 心 在 原点 、 半 径 为 a 的 球面 , 正 向 是 外 法 线 方向 .计算 积分 


A= || xqyaz + ydzdx + zdxdy. 
到 
解 这 时 下 = (x,y,z),5 的 单位 法 向 量 是 
人 
了 三 ( 9 9 由 


因此 
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| F.nds = 二 | (x? + y+ 22)do 
p> Wi 


a do = zf 了 = na’. 
高 


例 5 设 有 流速 场 F= (yz,zx,xy), 曲 面 是 圆柱 体 x*+y* 二 a?,0 才 zh 
的 表面 . 求 流速 场 流出 3 的 流量 . 
解 ” 由 于 题目 要 求 的 是 “流出 ”的 流量 ,所 以 可 设 3 的 外 法 线 方向 为 正 向 .我 
们 的 曲面 是 一 拼接 曲面 ,由 三 块 曲面 组 成 : 记 圆 柱 面 的 那 部 分 为 31, 下 底 和 上 底 分 
别 记 为 3 和 3s . 
在 3 上 ,单位 法 向 量 是 (x/a,y/a,0). 我 们 有 
| ndo = = xyzdo = 0. 
这 是 因为 ,对 固定 的 y 和 z, 表 达 式 xyz 是 x 的 奇 函 数 ,而 51 关于 yz 平面 对 称 . 
同 理 ,在 32 上 ,n= (0,0, 一 1),F=(0,0,xy), 有 
|_F.nds =-| xyde =0. 
在 D3 上 ,n = (0,0,1),F= (hy,hx,xy),， 有 
| F.ndo =| xydo =0. 
综 上 ,通过 3 的 总 流量 等 于 零 . 
例 6 计算 积分 


| aydz + ysdzdx + z3dxdy， 


2 
这 里 三 是 本 球面 好 + 冯 二 到 = 工 的 外 便 . 


解 我们 首先 计算 
> dxdy. 
有 
引入 椭 球 面 的 参数 表示 


X= asinbcosp, y= bsinOsin9g, z= ccosO0， 
这 里 0 委 4 委 x,0 委 9 委 2x. 这 时 ,我 们 有 
G(X»y) _ 
9(0,9) 
按照 公式 (8) ,得 出 


acos 0cos 9 — asin Osin 9 


, ， | = abcos Osin 0. 
bceos Osin 9 bsin 0cos 9 
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2rabcz| cos Osin 0d0 
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= 多 nabe’. 
对 称 地 ,有 
| eaydz = 和 razbc， | yazax = 多 xab’e. 
3 2 
最 后 得 出 


鸡 扎 Erabc(a’ + b? 十 c2). 


例 7 计算 积分 
A = | eaydz + yzdzdx + z2dxdy， 


其 中 5 是 球面 (x 一 a)?7+(y 一 b+(z 一 c)?= R? 的 外 侧 . 
解 ” 先 计算 积分 
| zaxay， 


用 平面 z=c 把 5 分 成 上 .下 两 个 半球 面 2 和 532, 曲面 3 和 3 都 是 定向 曲面 ; 
5 的 正法 线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 ,而 5 的 正法 线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 钝 
角 . 设 在 5; 上 ,球面 的 方程 为 z= zi (xz,y)Ci=1,2), 并 设 也 为 xy 平面 上 的 圆 盘 


(C 一 0 +(y-Dp) 委 R:. 依 公式 (11) ,得 出 


| zadxady = | zdxdy 十 | axay 
5 3 > 


三 1 


= ea — zi)dxdy 
D 


= | + Zz2) (Zz1 一 zz)dxdy. 
D 
注意 到 z1 + z = 2c, 因 而 上 式 等 于 
2c| cz 一 z2)dxdy = 2c X 球 的 体积 . 
D 
由 对 称 性 , 知 


“107 » 


数学 分 析 教 程 〇 OO 中 口 


at 


=2(at+b+t+c) SxR? = §(a+b+ onR’. 


练习 题 12.3 


1. 计算 下 列 第 二 型 曲面 积 
Oa) | xayaz + ytdzdx + zs‘dxdy,S:x*+y: +z = qa, 内 侧 ; 


(2) |[xzayaz + yzdzdx + x:dxdy,3:x + 只 +22 = 02 外侧; 
2 
® fvayas + gl(y)dzdx + h(z)dxdy, 上 :[0,a] Xx[0,bj]x[0,cj 的 边界 ,外 侧 ; 


zarey, 2: 三 i+ 让 + + 互 = 1, 外 侧 ; 


od ey — Zz)dydz + (z — x)dzdx + (x — y)dxdy,5:z = Vx +y,z 世 hh, 外 侧 . 
时 
2. 给 定 流速 场 F=(y,z,x), 封 闭 曲 面 x*+ y*= R*,z=0,z=h. 计 算 下 流向 曲面 之 外 的 
流量 . 
3. 设 5:z = f(x,y)((x,y) € DD), 法 向 量 向 上 .求证 : 
__ 人 9f gqy, 
Graydz = DP ey fos roxay’ 


C2) || Qazax =-|[Qcx,y, fx,y)) 2axdy. 
过 D 


12.4 Gauss 公式 和 Stokes 公式 


利用 Gauss( 高 斯 ,1777 一 1855) 公 式 , 可 以 把 沿 三 维 区 域 边 界 的 第 二 型 曲面 积 
分 转换 成 为 展 布 在 此 区 域 上 的 三 重 积分 . 像 在 11.3 节 中 对 Green 公式 所 做 的 处 理 
一 样 ,我们 先 对 几 种 较 简 单 的 情形 进行 分 析 , 再 对 一 般 的 情形 作出 结论 . 
考察 R* 中 的 闭 区 域 
Q = (xy,2): P(x,y) RZ Yax,y), (x,y) EDD)， 
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其 中 DD 是 xy 平面 上 的 闭 区 域 ( 图 12.10). 为 了 行 
文 的 简短 ,我 们 称 这 样 的 区 域 为 两 类 区 域 . 

设 函 数 R: 0 一 R 连续 且 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 . 取 90Q 的 外 侧 为 曲面 32 的 定向 ,计算 第 二 型 曲 
面积 分 


Rexsy, zdxrdy. (1) 0 
a 
这 时 90Q 可 以 看 成 是 一 个 拼接 曲面 .下 底 31 由 方 
程 z= p(x,y)((x,y) ED) 表 示 , 法 线 向 下 ;上 底 
2 由 方程 z= Jy(x,y)((x,y)ED) 表 示 , 法 线 向 上 ;还 有 一 个 是 母线 平行 于 z 轴 
的 柱 面 , 记 作 3, 法 线 平行 于 xy 平面 ,方向 向 着 体外 .这 样 便 有 
J Rarey = | aero, + | Roxay el Rdxdy, 


因为 在 53 上, 面 元 do 在 xy 平面 上 的 投影 等 于 零 ， 因此 ， 最 后 一 个 积分 等 于 零 . 
于 是 


Rdxdy = || Rdxdy + | Rdxdy. (2) 
mad ne! 
根据 12.3 节 中 的 公式 (11) ,我 们 有 

|[Raxay =-| R(x,y, P(x,y))dxdy, 

2 D 


||Raxdy = RRs ys Bw yO ywdy. 
> D 
由 式 (2) ,得 


JRaxay= | (RG,y, per,y)) — R(x,y, P(xX,y)))dxdy 
an D 
px,y) 
= Jlaxay| 9R (yy,z)dz. 
» pxy) 9Z 


如 果 把 最 后 的 表达 式 看 成 是 从 一 个 三 重 积分 化 归 的 累 次 积分 ,我 们 便 得 出 
|| Raxay = 由 SR qxrdydz. (3) 


类 似 地 ,我 们 可 以 定义 甲 类 区 域 .如 果 闭 区 域 2 能 够 表示 为 
QQ = {xy 2):9Py,2) CxXZYYy,z),(y,z) € D), 
其 中 DD 为 六 平面 上 的 闭 区 域 ,那么 称 2 是 甲 类 区 域 .这 时 ,我 们 有 
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| Payaz = 下 5-dxdydz， (4) 
on 0 * 


而 对 乙 类 区 域 
Q =((xzyy,z):2(xz) 委 yy》 委 VCx,z), (x,z) € DD}, 
这 里 D 是 zx 平面 上 的 一 个 闭 区 域 , 则 有 


由 Qdzdx = i 各 drdydz， (5) 
on 0 


设 Q 是 Rs 中 由 逐 片 光 滑 曲面 围 成 的 一 个 有 界 闭 区 域 , 它 可 以 同时 分 拆 为 有 
限 个 甲 类 区 域 `. 乙 类 区 域 和 两 类 区 域 的 并 ,同一 类 中 的 任何 两 个 区 域 至 多 有 公共 的 
边界 ,那么 像 我 们 在 讨论 Green 公式 时 所 作 过 的 推理 一 样 ,这 时 公式 (3) 一 (5) 都 能 
成 立 .把 这 三 个 等 式 相 加 ,我 们 得 出 
| Payilz 4 Olzdx 4 Rdrdy = 几 ( 宪 #42 <)dxdydz 


9X 9y 
这 样 , 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 12.4.1(Gauss 公式 ) 设 0 是 R 中 由 逐 片 光滑 曲面 围 成 的 有 界 闭 区 
域 , 它 可 同时 分 拆 为 有 限 个 甲 类 区 域 `. 乙 类 区 域 和 两 类 区 域 的 并 ,同一 类 中 任何 两 
个 区 域 至 多 有 公共 的 边界 .如 果 函 数 P,Q 和 R 都 在 2 上 连续 可 微 ,那么 有 


| Paya: Po 放 琶 人 (7 0 5) 


这 里 90 表示 0 的 边界 ,30 按 外 法 线 方向 来 定向 . 
如 果 式 (6) 的 左边 用 第 一 型 曲面 积分 来 表达 ,那么 Gauss 公式 也 可 写成 


em a+oOcosp8+Rcosy)dc = (a 2 和 ER )dxdydz. 
这 和 用 第 一 型 曲线 积分 表达 的 Green 公式 (11 3 节 中 的 式 (9)) 是 一 致 的 . 
我 们 通过 若干 例子 来 说 明 Gauss 公式 的 应 用 . 
例 1 计算 积分 


4 = |[xayaz + ydzdx + zdxdy, 
> 


dxdydz， (6) 


其 中 三 是 球面 x*+ y+z*=a? 的 外 侧 ( 见 12.3 节 中 的 例 4)， 
解 用 0 来 记 Z te 由 式 (6) ,得 


a 
入 三 由 ( 科 + 3 = )dxdydz = = 3| dpA = 34(0Q) = 4ra’. H 
0 
例 2 计算 积分 
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4 = | xaydz + ydzdx + zdxdy, 


其 中 怠 = {Cx7 yz)sRyysZ 宇 03x 二 y=1); 其 法 疝 量 与 C131;1) 同 间 ( 见 12.3 
节 中 的 例 3). | 

解 ” 这 不 是 一 张 封闭 的 曲面 .我 们 补 上 它 同 三 个 坐标 轴 截 下 的 三 块 三 角形 , 作 
成 一 个 四 面体 Q. 由 于 在 每 一 个 坐标 平面 上 ,被 积 表 达 式 xdydz + ydzdx + zdxdy 
=0, 所 以 ,三 块 补 上 去 的 曲面 对 曲面 积分 没有 贡献 ,因此 

4 = | zaydz + ydzdx + zdxdy. 
利用 Gauss 公式 ,得 出 
A=3| du = 3u(0). 
由 于 这 个 四 面体 体积 x(Q)=1/6, 我 们 得 到 A = 1/2. 0 

例 3 证 明 Archimedes( 阿 基 米 德 ,公元 前 287 一 
前 212) 原 理 :物体 全 部 温和 液体 中 所 受 的 浮力 等 于 与 
物体 同体 积 液体 的 重量 . 

证 明 取 坐 标 系 如 图 12. 11 所 示 . 设 液体 的 密 
度 为 p, 那 么 物体 表面 一 小 块 面积 dc 所 受到 的 压力 
大 小 是 pgzdo ,方向 是 一 n, 这 里 n 是 物体 表面 的 单 
位 外 法 向 量 . 设 n=cosaitcosPBi+tcos yk, 作为 物 
体 V 的 表面 的 曲面 记 为 ,那么 整个 物体 受到 的 压 
力 下 是 
一 下 Cgzcos adoi 一 |. Cgzcos Bdoj 一 | Pgzcos ydok. 
由 Gauss 定理 ,可 得 


b C8zcos ado = i hE qx dydz = 0， 
2 
VvV 
| pgzcos Bdo = 下 de Xdydz 
V 


| C8zcos ydc = 用 Ed 
5 Y 9z 


图 12.11 


ll 


0， 


= pg|| dxdydz = Pep ( V). 
Vv 
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由 此 即 得 
F =- pogw(CVY)K. 
这 就 是 要 证 明 的 . 0 
利用 Green 公式 ,可 以 通过 第 二 型 曲线 积分 来 表示 闭 曲 线 围 成 的 图 形 的 面积 . 
同样 ,利用 Gauss 公式 ,可 以 通过 第 二 型 曲面 积分 来 表示 闭 曲 面 所 围 成 的 立体 的 体 
积 .因为 


|[xqydz + ydzdx + zdxdy = 3| dx = 3u(0), 
an 
所 以 
a 
AGO) = 到 | xayaz + ydzdx + zdxdy. (79 
an 


特别 地 ,如 果 93Q 有 正则 的 参数 方程 
r= ruv) = (XC(UV) YUV) ZUV)) (CU V) € A), 
那么 ,由 公式 (7) 和 12.3 节 中 的 公式 (9) ,可 得 
这 y z 
| ax 9y 3z 
1(Q) =+ 到 | 3 au du|dudv. (8) 
9x 9y 3z 
9v dv 9v 
在 利用 公式 (8) 计 算 体 积 的 时 候 , 不 必 费 心 去 选择 曲面 的 定向 ,这 是 因为 体积 总 是 
正 数 .如 果 算 出 式 (8) 右 边 的 积分 为 负数 ,把 负 号 去 掉 就 可 以 了 . 
现在 ,我 们 来 转向 Stokes( 斯 托 克 斯 ,1819 一 1903) 公 式 . 
Stokes 公式 把 沿 一 块 曲面 的 边界 的 第 二 型 曲线 积分 同 展 布 在 这 块 曲 面 上 的 第 
二 型 曲面 积分 联系 起 来 .在 某 种 意义 下 ,可 以 认为 Stokes 公式 是 Green 公式 的 推 
广 . 证 明 Stokes 公式 的 时 候 , 要 用 到 Green 公式 . 
设 三 是 一 块 正则 参数 曲面 片 : 
r=r(u,v) ((u,v) € A). 
并 设 r(u ,Vv) 二 阶 连续 可 导 , 函 数 P(x,y,z) 在 包含 5 的 某 个 三 维 区 域 上 连续 可 
导 , 我 们 来 计算 第 二 型 曲线 积分 


| Pe ys a)d. 


设 3A 的 参数 方程 是 f(1) = (w(t) ,v(t))(a 过 1 过 8) ,并 且 参 数 t 的 增长 方向 
对 应 着 3A 的 正 向 .这 样 ,395 的 参数 方程 是 r= ref(1) (a 三 1 过 8), 因 此 
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有 
| PCx,y,z)dx= | Per ft) ddi 
DZ a dt 
B 6 / 
| P 。 rf(0) (Fu (1) + 3 (CD )di 


| Porazadu + Por oad. 
aA 9v 


“Ft 
QU 
对 最 后 的 那个 平面 第 二 型 曲线 积分 应 用 Green 公式 ,得 到 
J,,Pax = J (#4(P er Pr) )avav. (9) 
计算 得 


9 DX aP ax ,9P9y apoz a a2x 
ce 2 一 十 二 十 o 
yl? Fe 人 9u ooyax 9z 9u/9v 人 " guav 
a ra)= (E+ +) +p. ri. 
av au 9X9vV goyao 9z 9v/9u 9 vou 


将 以 上 两 式 相 减 ,得 
ol ra) 2 | or = Er HL oP, OCX,yY) 


av) am az a(uU,v) 9y " A 0) 


au au 
代入 式 (9) ,得 


_M/aP gzvx) 3P .9(xsY | 
| r= (3 " a(u,v) 9y re 


即 


raP aP 


| P(x,y,z)dx = | gzdzdx 3 ay dy 


类 似 地 ,还 有 其 他 两 个 公式 : 
| Q(x,y,zZ)dy = qxdy 有 5dydz， 


「 5R _9R 
Wy 3 dzdx， 


| R(x,y,z)dz 
DZ 


ME 


条 件 是 CO 和 R 在 包含 曲面 5 的 某 一 个 三 维 区 域 上 连续 可 导 . 

把 以 上 三 个 等 式 的 两 边 相 加 ,就 得 到 : 

定理 12.4.2(Stokes 公式 ) 设 三 是 由 有 限 块 二 阶 连续 可 微 的 正则 曲面 拼接 
而 成 的 定向 曲面 . 如果 P,Q 和 R 是 定义 在 上 的 连续 可 微 函数 ,那么 
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人 Pdx 十 Qdy + Rdz 


-sy 二 3 )dxdy, (10) 


里 95 ee 的 边界 ,曲面 3 的 定向 与 其 边界 曲线 93 的 定向 应 当 是 协 
用 行列 式 的 记 法 ,Stokes 公式 可 以 表示 为 
dydz dzdx dxdy 
9 9 9 


| Pdx + Qdy + Rdz = 2 (11) 
1 Q R 
也 可 表示 为 
cosa cosB cosy 
9 9 9 
jrax+QaytRaz = 闸 去 |d， (12) 
玄 Pp 0 六 


其 中 (cos a,cos B,cos y) 表 示 曲 面 5 的 单位 正法 向 量 .公式 (11) 和 公式 (12) 可 方 
便 人 们 记忆 . 
例 4 设 有 回 曲 面 三 为 
光 站 过 半 训 1 0 
其 法 线 与 (1,1,1) 同 向 . 求 力 场 =(y’,z?,x?) 绕 5 的 正 向 边界 95 一 周 所 做 
的 功 . 
解 这 时 ,Y 的 正法 向 量 是 


1 
= 
3 
按 公式 (12) ,我 们 有 
1 了 1 
1 号 已 如 2 
ps do =— | (x+y+z)do 
| 局 | 9xXx 9y 9z | 
了 z2 x? 
2 2 7/3 
三 一 -一 GE) 三 一 一 一 三 一 下， 0 
EE ' 晤 名 


例 5 计算 曲线 积分 
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I = | (Cy +22)dx + (2z2 + xi)dy + (Cx? + y2)dz, 
2 


+ tz = 
其 中 为 曲线 | ， -2 有 
时 针 方 向 绕 行 的 . 

解 用 三 记 曲 线 卫 在 球面 
ax 《2 全 


上 围 出 的 那 块 曲面 .由 公式 (12), 即 得 
T= | (y +Zz2)dx+(z2 +x)dy+ (x* + y*)dz 
Tr 


(z 宇 0,0 二 b 二 a). 从 点 (b,0,0) 看 去 ,是 道 


x=a y z 
=1| 9 a aa |， 
adjJzl ax ay 9z 


和 Z2 十 x? 2 于 旬 


2 | KG GAY WZ XY (X= Ydo 
也 


?| cz = yyde 


?| zdo. 
到 


由 于 夸 关 于 毕 标 平面 xOz 对 称 ,我 们 已 经 使 用 了 | ,ydo = 0 这 一 事实 ,的 方程 可 
以 写成 


z= Va:—-(x-a)—y, 


do= 1+ (BE) + (FE) axdy 


= < dxdy 


涯 过 
= dxdy. 


注意 到 5 在 xOy 平面 上 的 投影 区 域 D 就 是 圆 盘 
(x 一 b+ 六 = 情 , 它 的 面积 为 xb? ,从 而 得 
站 三 2 有: . Ldxdy = 2ao(D) = 2rab’. 


所 以 
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练习 题 12.4 


1. 利用 Gauss 公式 ,计算 下 列 积分 : 
(1) | eaydz + yzdzdx + zzdxdy,Y 为 球面 x+ 史 +z22= 尺 ,方向 朝 外 ; 


Zz 
(2) [yayds + yzdzdx + zxdxdy, 上 5 是 由 四 张 平面 x=0,y=0,z=0 和 x+y+z=1 围 
成 的 封闭 曲面 ,方向 朝 外 ; 
(3) jx 一 ydydz+(y 一 z)dzdx + (z 一 x)dxdy,5 是 曲面 z=x?*+y*(z 志 1), 方 向 
朝 下 ; 
(4) | xzdydz + yxdzdx + zdxdy,3 是 曲面 z* = x +y* (0 二 z 二 1), 方 向 朝 下 . 
2. 设 0 是 一 闭 域 ,向 量 n 是 3Q 的 单位 外 法 向 量 ,e 是 一 个 固定 的 向 量 .求证 : 
cos(e,n)do = 0. 
an 


3. 设 0 为 一 闭 区 域 ,向 量 n 是 Q 的 边界 390 的 单位 外 法 向 量 , 点 (a,b,c)&90. 令 p= 
(x-a,y-b,z 一 c) 且 p= 中 p|. 求 证: 


ls = 去 | cosCp,mdc. 
4. 利用 Stokes 公式 ,计算 下 列 积 
(CD ydx + zdy + rdz, 工 为 国 周 刀 + 史 + 于 = ,x+y+z=0, 从 第 一 封 限 看 去 , 王 是 
逆 时 针 方向 绕 行 的 ; 
(2) jo +Z)dx+ (z+x)dy+ (x 十 y)dz, 厂 为 椭圆 x*++y*=2y,y=z, 从 点 (0,1,0) 向 
有 卫 看 去 , 卫 是 逆 时 针 方向 绕 行 的 ; 
(3) | yax+ zzdy+X2zdz, 卫 为 妇 + 只 +22=Q02,X+y+z=4, 从 原点 看 去 , 卫 是 逆 时 针 


方向 绕 行 的 . 
5. 设 曲 面 3 有 单位 法 向 量 n,a 是 一 个 常 向 量 .求证 : 


| axpdp=2|a. ndo. 
DZ > 


6. 计算 | ydx + zdy + xdz, 卫 是 平面 x+ y = 2 和 球面 x + y+z ”= 2(x +y) 交 成 的 


圆周 ,从 原点 看 去 , 顺 时 针 方向 是 一 的 正身. 
7. 计算 上 题 中 的 积分 ,但 本 是 曲面 z= xy 和 x?* + y*=1 的 交 线 , 沿 丁 的 正 向 行进 时 ,z 轴 在 
左手 边 ， 
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8. 设 定 问 曲 线 荆 :x+ 六 += 十 六 = ax;Z 宇 0, 从 点 (a/2,0,0) 看 去 , 沿 道 时 针 方 向 
行进 . 试 计算 力 场 下 = (六 , 王 , 妆 ) 沿 三 所 做 的 功 . 

9. 质量 为 m 的 质点 在 力 场 F 的 作用 下 沿 曲 线 栈 运动 ,TT 的 起 点 为 a, 终 点 为 b, 用 v 记 质 点 
移动 的 速度 向 量 .求证 : 力 场所 做 的 功 为 


Er 站 站 光 
下 。dp = 1ID (P)| . 
此 2 a 


12.5 微分 形式 和 外 微分 运 


在 前 面 几 节 中 ,我 们 已 经 证 明 过 Green 公式 .Gauss 公式 和 Stokes 公式 .具体 
地 说 ,Green 公式 表达 了 平面 区 域 上 的 二 重 积分 同 它 的 边界 上 的 曲线 积分 之 间 的 
联系 ,Gauss 公式 展示 了 三 维 区 域 上 的 三 重 积分 同 它 的 边界 上 的 曲面 积分 之 间 的 
联系 ,而 Stokes 公式 叙述 的 是 空间 中 的 一 块 曲面 上 的 曲面 积分 同治 它 的 边界 的 曲 
线 积分 之 间 的 关联 .这 三 种 表示 式 在 讨论 各 种 积分 之 间 的 转换 时 ,起 着 重要 的 作 
用 .人 们 自然 会 想到 ,n 维 空间 的 pC(p 声 n) 维 曲面 上 的 积分 与 其 边界 上 的 积分 之 间 
有 没有 联系 ? 能 不 能 用 类 似 的 公式 表达 ?要 说 清楚 这 个 问题 ,必须 引进 新 的 数学 
工具 一 一 微分 形式 和 外 微分 运算 . 

我 们 从 简单 的 情况 说 起 , 先 在 R? 中 讨论 这 些 概 念 ,然后 把 它们 向 R" 中 推广 . 

在 微分 dx,dy,dz 之 间 引 进 外 积 运算 ,用 符号 人 表示 ,运算 规则 如 下 : 

dxAdx=0, dyAdy=0, dz Adz=0, 
dxAdy=-dyAdx, dyAdz=-dzh 人 dy, 
dz A dx =— dx 人 人 dz. 
对 三 个 微分 作 外 积 ,允许 使 用 结合 律 .例如 : 
dx AdyAdz= (dx A dy) A dz 
= 一 (dy A dx) 人 dz 
= 一 dyAdx A dz, 
dx AdyAdx= dx A (dy A dx) 
=— dx A (dx A dy) 
=— (dx A dx) A dy 
= 0， 
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等 等 .由 此 可 见 , 在 Rs 中 ,多 于 三 个 的 微分 作 外 积 ,其 结果 必然 是 0. 
设 P,Q0,R 是 定义 在 R 中 的 函数 ,表达 式 
Pdx + Qdy + Rdz, 
Pdy A dz+ QOdz A dx + Rdx Ady， 
Rdx 人 dy A dz 
分 别称 为 1 次 .2 次 和 3 次 微分 形式 或 简称 为 1 次 .2 次 和 3 次 形式 . 
R 中 的 函数 三 称 为 0 次 微分 形式 ,也 简称 0 次 形式 . 
通过 下 面 的 例子 ,可 以 熟悉 微分 形式 之 间 的 运算 . 
例 1 设 有 微分 形式 
w= fdx+ gdy+ hdz, 09= Pdx + OQdy + Rdz. 
计算 wA 人 0. 
解 ” 按 定义 展开 w 人 9 之 后 ,本 应 有 九 个 加 项 ,但 显然 有 三 项 等 于 零 , 所 以 
wA 人 0= foOdx Ady+fRdx A dz + gPdy A dx + gRdy M dz 
+ hPdz A dx + hQOdz A dy 
(gR— hQO)dy A dz+ (hP—-fR)dz A dx + (JQ- gP)dx A dy 
dyAdz dzA 人 dx dx 和 dy 
f 8 h 
P O R 
例 2 设 有 微分 形式 
w= fdx + gdy + hdz, 
0= Pdy Adz+ QOdz Adx+ Rdx Mdy. 


ll 


计算 w 和 0. 

解 ”我 们 有 

wA0= (fdx+gdy+hdz) A (Pdy A dz + Odz A dx + Rdx MM dy), 
展开 之 后 ,应 当 共 有 九 项 ,不 过 其 中 有 六 项 应 等 于 零 ,因此 
wA 人 0= fPdx Ady Adz+gQdyAdzAdx+hRdz AdxAdy 
= (fP+gQ+hR)dx A dy 和 人 dz. 
现在 引进 外 微分 运算 d. 设 了 是 0 次 形式 ,定义 d 对 三 的 运算 结果 是 
Nd 
Ax 9y 9Z 

这 是 一 个 1 次 微分 形式 . 


设 1 次 微分 形式 w= Pdx + Qdy + Rdz ,我 们 规定 
dw=dPAdx+doOAdy+dR Adz， 
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即 

9p 9P 

ax dx 9y 
9 

+ (adx + Say + Iqz) A qdy 


dw = ( dy+5 Tdz) A dx 


3 
9y 


dy + Rdz 


+ (ax + 5 dz ) 人 dz， 


化 简 后 得 到 


dw = (jy d+ (GE -dz Kids 


+ (a Ng (1) 


9x 
这 是 一 个 2 次 形式 . 
如 果 w 是 2 次 形式 ,w= Pdy 人 dz+ Qdz 人 dx+ Rdx 八 dy, 我 们 规定 
=dPAdyAdz+dOAdzAdx+dRA dx A dy, 
化 简 后 得 到 


do = (+ + )ax A dy A dz. (2) 


这 是 一 个 3 次 形式 . 
下 面 即 将 看 到 ,利用 刚才 引进 的 微分 形式 和 外 微分 运算 ,我 们 可 以 把 Green 公 
式 、Gauss i Stokes 公式 写成 一 种 和 谐 统一 的 形式 . 
先 看 Green 公式 . 设 P,Q 是 DCR* 上 的 连续 可 微 函 数 . 如 果 令 w = Pdx + 
@dy ,那么 pit 
dowo=dPAdx+dOoA 和 AN 人 dy 
( 守 
ax 


= (2 - gd A dy. 


ax 
| 三 二 | dow， 
aD 


于 是 Green 公式 可 以 写成 
这 里 D 是 满足 一 定 条 件 的 平面 区 域 , 而 2D 表示 DD 的 边界 曲线 . 
再 看 Gauss 公式 .根据 公式 (2) ,Gauss 公式 可 以 表示 为 


| i% 一 | du 9 


i 区 dy) A dx + (2 ax + ey) Ady 


sa 二 19 s 
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这 里 w 是 一 个 2 次 形式 . 
根据 公式 (1) ,Stokes 公式 也 可 以 表示 成 同样 的 形式 ,只 不 过 其 中 w 是 一 个 1 
次 形式 . 
三 个 看 上 去 完全 不 同 的 公式 ,在 引进 微分 形式 和 外 微分 运算 之 后 ,居然 得 到 了 
外 形 一 模 一 样 的 表达 式 . 这 个 表达 式 非 常 简洁 ,非常 优美 ,非常 和 谐 , 十 分 便于 记 
忆 . 这 不 是 偶然 的 巧合 ,而 恰恰 反映 了 事物 的 本 质 ,这 使 得 我 们 有 可 能 把 这 个 公式 
问 高 维 推广 . 
现在 来 定义 R" 中 的 微分 形式 . 
在 空间 R”" 中 , 仍 将 向 量 Cxi ,xz，… ,x ) 记 为 x ,我们 称 表达 式 
2) an, dx A A dxi, (3) 
为 一 个 也 次 微分 形式 ,简称 p 形式 ,这 里 标号 i ,…，, i 中 的 每 一 个 都 独立 地 取 通 
1,2,…,n. 我 们 常常 把 式 (3) 简 记 为 
Da dxi, 
此 处 了 表示 一 个 p 重 指标 , 即 (i,…,iy), 它 的 每 一 个 分 量 都 从 1 到 n 独立 地 
变化 .我 们 也 把 数值 函数 fx) = fxi,…,xn) 叫 做 R” 中 的 0 次 微分 形式 . 
对 一 个 p 次 微分 形式 和 一 个 数量 函数 f, 定 义 运算 
fx) Pax dx = Df Cx) ar(x)) dx, 
称 之 为 这 个 p 次 微分 形式 乘 以 函数 .对 两 个 p 次 微分 形式 , 按 下 面 的 等 式 定义 加 
法 运算 : 
ar dx + Sbi(x)dx, = DP) Cai(x) + bi(x)) dxy. 
F I 
关于 符号 “和信”, 我 们 约定 
dx; A dx; =— dx; A dxi, dx; A dx; = 0. (4) 
根据 约定 (4) ,可 见 在 表达 式 
dxi A dxi, A *** A dxi, 
中 ,如 果 下 标 订 ,is,…,i, 中 有 重复 出 现 的 ,那么 这 个 表达 式 就 等 于 零 . 因此 ,和 式 
(3) 中 ,有 许多 项 将 等 于 零 , 还 有 另外 一 些 项 可 以 合并 .于 是 , 式 (3) 可 以 写 为 
w = Za dxi A A dxi,. (5) 
这 里 的 求 和 是 对 一 切 满足 条 件 
1 和 计 过 这 
的 指标 进行 的 ,人 们 常设 p 形式 w 已 具有 式 (5) 的 形式 . 
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对 这 样 的 p 次 微分 形式 ,定义 它 的 外 微分 
dw = “ daii si, (X) 人 dx 人 es 从 dxi， 


它 是 一 个 p+1 次 微分 形式 . : 
现在 的 问题 是 ,如 何 定 义 p 次 微分 形式 在 p 维 曲 面 上 的 积分 . 设 R" 中 的 p 维 
曲面 @ 有 参数 表示 
X1 = XICUI，…，Up)， 


\xn = Xn(Ui,", Up), 
其 中 (wi,…,us)EECR? ,EE 称 为 这 张 曲面 的 参数 域 ,我 们 假定 函数 xi (wi，…， 
up)(i==1,2,…,n) 在 上 有 一 阶 连续 的 偏 导数 .因此 ,R” 中 的 p 维 曲面 B: EE 一 
R" 实际 上 就 是 从 E 到 R" 中 的 一 个 C' 映射 . 设 
w= SS, aii, CXIdXi 人 A dxi, 


i 
1 


是 定义 在 上 的 一 个 p 次 微分 形式 ,定义 w 在 @ 上 的 积分 为 
9(xi 92 ) 
| w= | as 0)) 一 


i 0 
这 是 一 个 ECR” 上 的 p 重 积 分 . 
其 实 , 对 这 个 计算 公式 我 们 并 不 陌生 ,12.3 节 中 的 第 二 型 曲面 积分 正 是 通过 
化 成 二 重 积 分 来 计算 的 .对 这 样 定义 的 积分 ,我 们 仍然 有 公式 


| (CU =| dw. 
an 2 


这 就 是 一 般 形 式 的 Stokes 公式 ,但 它 的 证 明 已 经 超出 本 书 的 知识 范围 . 
练 习题 12.5 
1 计算 


(1) (xdx + ydy)A(Czdz 一 zdx); 
(2) (dx+dy+dz)A(CxdxAdy 一 zdyA 人 dz). 


2. 计算 do , 设 : 
(1) w= xy+ yz + zx; (2) w= xydx; 
(3) w= (xy+ yz)dx; (4) w= xydx + x*dy; 
(5) w= x*ydx— yze'dy; (6) w= xy*dyAdz— xz:dx Ady; 


(7) w=xydy Mdz+ yzdz dx + zxdx A dy. 
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3. 设 微分 形式 wE C .证 明 : 
d(dw) = 0. 


问题 12.5 


1. 考察 R" 中 的 n 个 1 形式 
wi = Dailx)dx; (j= 1,2,.",n). 
求证 : 
wi MN ws N***A w, = det (ai(x))dx: Adx MA: AM dx,. 
2 设 fj(xi ，;X2，"… Xn) 是 R” 中 的 nn 个 数量 函数 ,df;(j =1,2,…,n) 是 它们 的 微分 .求证 : 
dfy A dfs A *… A df, = hha sh) qx po re 


QCX1，X2， Xn 
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第 11 章 和 第 12 章 的 内 容 , 即 曲线 积分 和 曲面 积分 以 及 相关 的 定理 ,对 物理 学 
有 着 特别 重要 的 意义 .具体 来 说 ,它们 在 电磁 学 、 流 体力 学 、 理 论 力学 和 理论 物理 等 
分 支 中 ,有 着 广泛 的 应 用 .物理 学 家 在 使 用 这 些 数学 理论 的 时 候 , 往 往 采 用 一 些 特 
殊 的 术语 和 记号 ,这 些 我 们 过 去 都 不 曾 谈 到 过 . 

场 是 最 重要 的 物理 概念 之 一 .由 于 地 心 引 力 的 作用 ,在 地 球 表面 和 外 层 空 间 的 
每 一 点 ,都 有 一 个 确定 的 引力 存在 ,物理 上 常 说 这 是 一 个 引力 场 .如 果 在 某 一 范围 
内 存在 着 温度 分 布 ,也 就 是 说 ,在 这 个 范围 内 的 每 一 点 处 ,都 有 一 个 确定 的 温度 ,我 
们 说 ,这 样 就 给 出 了 一 个 温度 场 . 

如 果 撤 开具 体 的 物理 内 容 , 单 单 从 数学 立场 上 来 看 , 场 的 概念 就 很 简单 了 . 设 
点 集 DCR ,如 果 有 函数 f:D 一 R, 则 称 了 是 D 上 的 一 个 数量 场 ;如 果 有 下: D 一 
R’, 则 称 下 是 D 上 的 一 个 向 量 场 .这 就 是 说 ,D 上 的 数量 场 ,是 定义 在 D 上 的 数量 
函数 ;D 上 的 向 量 场 ,是 定义 在 D 上 的 向 量 值 函 数 . 


13.1 数量 场 的 梯度 


在 本 章 的 所 有 讨论 中 ,假定 所 涉及 的 数量 函数 f 和 向 量 值 函 数 F 都 有 我 们 所 
需要 的 各 阶 连续 的 偏 导数 . 

设 DCR: 为 一 开 集 ,函数 :D>R 连续 可 微 .又 设 u 是 一 个 方 同 ,u = (cos a， 
cos B,cos 7Y) ,那么 由 定理 9.2.4, 可 知 在 pp ED 处 ,f 沿 方向 uw 的 方向 导数 是 


9 9 9 
i 本 af (ycosh 于 3 y. 
Ax 9y QZ 
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现在 问 : 在 各 个 不 同 的 方向 上 , 沿 哪 一 个 方向 的 方向 导数 取 到 最 大 值 ? 这 个 最 大 值 
等 于 多 少 ? 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 可 知 


. Sf po)cos a 如 2 pcos B+ 天 


9 9 
xl 二 人 站] 
上 式 中 等 号 成 立 的 条 件 是 方向 与 向 量 
{入 , 生 ,和 ) 
9X 9y 9z 
有 相同 的 指向 .这 个 向 量 , 我 们 曾 用 记号 Jf(po) 来 表示 ,在 9.2 节 中 ,也 使 用 过 记号 
grad /(po) ,并 称 之 为 了 在 pn 处 的 梯度 
这 就 是 说 ,对 定义 在 D 上 的 数量 函数 六 的 梯度 是 一 个 向 量 : 
sion fen) 29 
活着 这 一 方向 ,方向 导数 有 最 大 的 数值 ,也 就 是 说 ,在 梯度 的 方向 上 ,函数 了 的 变化 
最 为 强烈 ;而 这 个 最 大 值 正好 是 | grad f(p) | . 
为 了 说 明 梯度 的 几何 意义 ,我 们 引入 数量 场 的 等 信 面 的 概念 . 称 点 集 
{pp ED:f(p) = c,c 为 常数 ) 
为 数量 场 了 的 等 值 面 .注意 ,对 某 些 c,/ 的 < 等 值 面 可 能 是 空 
回顾 9. 5 节 的 内 容 ,我 们 知道 隐 式 曲面 x, y,z) -c= 0 的 法 向 量 是 
(于 5, 吕 ,并 ) ,这 正 是 grad /所 以 ,数量 场 /的 梯度 正 是 / 的 等 什 面 的 法 向 量 


物理 学 家 们 常常 喜欢 用 “ 算 子 ”来 作 运算 ,这 样 做 确实 有 其 简便 之 处 .我 们 令 
二 fa 2 

人 

称 之 为 Nabla( 那 勃 拉 ) 算 子 . 孤 立 的 一 个 算 子 并 没有 意义 ,只 有 将 它 作用 到 某 个 对 
象 上 才能 产生 数 或 向 量 .规定 


到 Or ay 
C dy 9z 
好 比 是 将 f 从 右边 去 乘 “ 向 量 ”V ,也 就 是 把 f 放 到 它 的 每 一 个 分 量 上 ,所 以 Vf 是 
梯度 的 男 一 种 表示 . 
Nabla 算 子 满足 下 列 规则 : 
(a) V (cf)=cVf (c 为 常数 ); 
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(b) YCFtg)=VptvVgi 

(c) Vv (fg)=fVg+ gvf; 

(d) 设 ” 是 单 变量 函数 , 则 Y (9。 了 ) = pfVf. 

直截了当 地 计算 , 便 可 验证 以 上 四 条 规则 . 

例 1 设 径 向 量 p=(x,y,z), 令 p= | p | . 求 梯 度 VP. 

解 由 于 p=p*p=x +y +z , 依 性 质 (d) ,得 到 

2pPVP = Vp* = V(x +y+2z) = 2(x,y,z) = 2p. 

因此 当 p 隆 0 时 ,有 


p p 
Vp = 一 ~ = 大. 
P pl p 


练习 题 13.1 


1. 设 f,g 为 数量 场 .证 明 : 
ff 一 2 os 
V g ev fvVe). 


2. 设 4 为 一 数量 场 ,f 为 一 向 量 场 .计算 Vv (ue 内. 

3. 设 p=(x,y,z),p= | p 中 ,ff 为 单 变量 函数 .计算 : 
(1) vIn p; (2) vf(p); 
(3) vf(p’); (4) V(f(p)p* a)(a 为 常 向 量 ). 

4. 求 数量 场 f 沿 数量 场 8 的 梯度 方向 的 变化 率 , 问 何 时 这 个 变化 率 等 于 零 ? 

5. 设 0 是 Gauss 公式 中 的 闭 区 间 ,n 是 930 的 单位 外 法 向 量 场 , 数 量 场 wn E CI(Q), 点 
PEQ .求证 : 


undso. 


mil 
Vu(p) = lim 7g) | 


13.2 向 量 场 的 散 度 


设 D 是 R 中 的 一 个 区 域 ,3 是 D 中 一 张 有 面积 且 可 定向 的 曲面 ,指向 上 
侧 的 单位 法 向 量 记 为 n. 在 12.3 市 中 我 们 已 经 看 到 ,如 果 下 是 D 上 的 一 个 流速 场 
(或 电场 ) ,那么 在 单位 时 间 内 ,下 沿 着 n 方向 流 过 曲面 3 的 流量 (或 电 通 量 ) 为 
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je. ndo. 


尽管 从 物理 上 看 ,流体 通过 一 张 曲面 的 流量 和 电场 通过 一 张 曲面 的 电 通 量 是 完全 
不 同 的 两 码 事 ,但 从 数学 上 来 看 ,它们 却 有 完全 相同 的 表达 方式 ,这 是 它们 的 共性 . 
我 们 就 从 此 共性 中 抽象 出 向 量 场 的 通 量 这 一 概念 . 

定义 13.2.1 设 F 是 R 中 区 域 D 上 的 一 个 向 量 场 ,3 是 D 中 一 张 有 面积 且 
可 定向 的 曲面 , 是 指向 正 侧 的 单位 法 向 量 . 称 积分 


| Nid (1) 
为 向 量 场 通过 5 正 侧 的 通 量 . 
同 通 量 概念 紧密 地 联系 在 一 起 的 另外 一 个 重要 概念 是 向 量 场 的 散 度 . 
设 下 是 区 域 DCRs 上 一 个 给 定 的 流速 场 , 
是 DD 中 一 张 光滑 的 封闭 曲面 . 当 流体 从 5 外 流 进 
> 内 时 ,由 于 下 和 nn 成 钝 角 ( 图 13.1) ,下 。7m < 一 0， 
故 流量 取 负 值 ; 当 流 体 从 5 内 流出 外 时 ,由 于 下 
和 成 锐角 ,下 。m 过 0, 故 流量 取 正 值 .如 果 流 进 
5 和 流出 5 的 流量 相等 ( 指 绝 对 值 相等 ), 那 么 通 
过 整个 5 的 流量 为 0. 现在 设想 在 5 所 围 的 区 域 
13.1 内 ,地 下 有 一 裂缝 或 小 洞 ,流体 要 往 下 渗 , 这 时 流 
出 5 的 要 比 流 人 的 少 , 故 通过 整个 封闭 曲面 5 的 
流量 取 负 值 ; 反 过 来 ,假定 地 下 有 一 处 流体 往外 冒 ,这 时 流出 5 的 就 比 流 进 的 多 ， 
因而 通过 整个 封闭 曲面 的 流量 取 正 值 . 在 这 两 种 情况 下 ,我 们 都 认为 场 中 有 源 存 
在 ,前 者 称 为 负 源 ,后 者 称 为 正 源 . 
现在 的 问题 是 ,对 给 定 的 场 ,如 何 判断 场 中 有 没有 源 存在 ? 如 果 有 源 存 在 ， 
如 何 刻 画 这 个 源 的 强度 ? 
设 M 是 D 中 的 任意 点 ,在 M 周围 作 一 封闭 曲面 8. 这 时 ,曲面 积 4 
|F .ndo cm 是 $ 的 外 侧 单位 法 向 量 ) 
表示 向 量 场 下 在 单位 时 间 内 从 5 的 内 部 发 出 的 通过 5 的 通 量 . 设 V 是 S$ 所 包围 的 
空间 区 域 ,用 w(CVY) 记 Y 的 体积 ,那么 


ze .dg (2) 


就 是 单位 时 间 内 从 单位 体积 发 出 的 通 量 , 它 反映 了 区 域 Y 的 一 种 平均 性 质 .为 了 
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刻画 点 M 处 的 发 散 强度 ,必须 让 Y 无 限 接近 M. 如 果 在 这 种 情况 下 , 式 (2) 的 极限 
存在 ,那么 这 个 极限 就 能 刻画 已 在 M 处 发 散 的 强度 .我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 13.2.2 设 5 是 包围 点 M 的 一 个 封闭 曲面 ,V 是 $S 所 包围 的 空间 区 域 ， 
用 4(V) 记 它 的 体积 . 如果 


; 1 

ns zor "Wig 
存在 ,就 称 此 极限 为 向 量 场 下 在 M 处 的 散 度 , 记 为 (div F)m (div 是 divergence 的 
缩写 ) , 即 


cdiv FY = zeal p's ndo. 
那么 如 何 计算 下 的 散 度 div 下 呢 ? 下 面 的 定理 给 出 了 在 直角 坐标 系 下 计算 div 下 


的 简单 公 于 
定理 13.2.1 设 向 量 场 
F= P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y,2)Kk, 
其 中 P,Q,R 在 区 域 D 上 有 连续 偏 导 数 .那么 


~ 9P ,90 
divF 十 gy + 2 隐 (3) 


在 D 上 成 立 . 
证 明 记 的 方向 余弦 为 cos a ,cos B,cos y, 于 是 


lr 。 和 + OcosB+ Reos y)dc 


= (3 2 a aE jaxdydz. (4) 


这 里 第 二 个 等 号 用 了 Gauss 公式 ， 六 六 V 中 存在 一 点 
使 得 
3 a , /3P ,20 ,38 
(s+ 二 )drdydz = (a7 + ay + 器 )| wm 人 


从 式 (4) 和 式 (5) , 即 得 


ra nao = ( 瑟 + 和 + 和) 


在 上 式 中 令 V>M, 则 >M. 由 息 ,38, 守 在 D 上 的 连续 性 ,得 


ee, 
Cy Pw = (Dy jo 
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由 于 M 是 D 中 的 任意 点 , 故 式 (3) 在 D 上 成 立 . 
利用 Nabla 算 子 , 散 度 可 以 写成 “数量 积 ” 的 形式 : 
div = V.F. 


容易 验证 以 下 规则 : 
(a) 7 。(cF)=cy。 下 ,这 里 c 为 常数 ; 
(b) TY » (FI+F)=V .FIt+v .PF,; 
(c) 设 2 是 数量 场 ,那么 
vV.ogF= oY.F+F.vy. 
我 们 只 证 最 后 一 式 .由 于 PF= (9P,9QO,9R), 所 以 


vy. oF= oOCPP) + PO) + DCOR ) 
ox 9y QZ 


山 


A 
= Ve。F+F.Ve9. 
例 1 设 p=(x,y,z),p= | pl .计算 div(p*p). 
解 ” 易 知 
V。 0 
又 由 13.1 市 中 的 例 1, 可 得 


a 
p 


a-2 


Vp* = ap”" Vp = ap 


根据 性 质 (c) ,我 们 有 
V.pp=p"V.ptp*Vp"=3p"+p*ap" p= (3+a)p". 
特别 地 , 当 wa = = 时 ,有 


p: 


div 卫 = 0. 


二 


现在 ,引入 记号 A=V?*=YV。V, 即 


A = 7 十 了 
ax2 dy: 9z? 
称 之 为 Laplace 算 子 . 设 2 为 一 区 域 ,如 果 Q 上 的 数量 场 u 满足 Laplace 方程 
六 记 总 392 ,ou ,ou 
ox? gy gz 
那么 称 是 Q 上 的 调和 函数 . 
例 2 在 R 中 , 设 p=(xzy,z),P=|P| .证 明 :1/p(CP>0) 是 调和 函数 . 
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证 明 利用 例 1 ,我 们 有 


1 1 


A 二 = 和 二 上 
p Pp p p 

例 3( 静 电场 的 Gauss 定理 ) 在 静电 场 中 ,通过 任 一 封闭 曲面 的 电 通 量 ,等 于 
此 曲面 所 包含 的 电荷 总 量 的 4x 倍 . 

证 明 设 三 是 一 封 团 曲面 , 取 它 的 外 法 线 的 方向 为 其 定向 .为 了 便于 读者 接 
受 , 我 们 分 三 步 证 . 

(a) 设 在 坐标 原点 上 放置 电量 为 4 的 点 电荷 ,这 个 点 电荷 产生 的 电场 强度 ( 简 
称 场 强 ) 是 向 量 


E(p) = 2 (了 尖 0)， 
其 中 p= | p 中 .由 例 1, 可 知 当 p 关 0 时 ， 
divE = 0. 

如 果 原 点 O 在 5 所 围 成 的 体 的 外 部 ,由 Gauss 公式 , 知 

|.E.nds=0. 
就 是 说 ,这 时 E 过 封闭 曲面 3 的 通 量 等 于 零 . 

再 设 O 被 曲面 5 包围 在 内 部 .这 时 ,以 O 为 中 心 、 以 充分 小 的 。 为 半径 作 一 
小 球 , 记 为 5 ,使 得 这 个 球 完全 在 曲面 5 的 包围 之 内 .对 由 5 与 5 所 围 成 的 区 
域 ,其 形象 宛如 一 只 被 挖 去 了 核 的 桃子 ,在 此 区 域 上 ,有 div E = 0. 如果 35。 也 由 外 
法 线 定向 ,这 时 由 Gauss 公式 导出 


| .End+| E.nds=0. 
这 就 是 | 
| *。1do = | 。71dc. 
在 球面 5. 上 , 取 法 向 量 n= p/P, 于 是 
E.n = = 
因此 
|,E .ndo = .cx = 4rd， 
即 
|.E ee : 


“129 » 


数学 分 析 教程 ! 


这 时 电荷 被 包含 在 曲面 三 之 内 . 
(b) 设想 有 有 限 个 点 电荷 ,带电 量 分 别 为 gj, 9 ，……4x. 并 设 点 电荷 9; 产生 
的 场 强 为 E;(i=1,2,…,k). 因 此 ,它们 产生 的 总 场 强 E 是 诸 E; 的 合 加 , 即 
E= E+ E,+"+ BE,: 
设 三 是 一 封闭 曲面 ,法 线 指向 外 侧 . 如 果 设 电荷 q1,92，…, 9 被 包含 在 三 的 内 
部 ,其 余 的 点 电荷 girl，…9x 在 3 的 外 面 ,由 (a) ,可知 
aa i 三 12 


五 ;。 do = 
'. 六 二 于 十 下 让 十 训 oo 谍 


因此 
| :ndo = > ndo = 4n(qi1+ gq2 +°*** + gi). 
Cc) 最 后 , 设 区 域 D 内 的 场 强 是 由 连续 分 布 的 电荷 所 产生 的 ,电荷 密度 是 
p(p) , 它 是 点 的 函数 . 设 Q CC D, 其 中 包含 的 总 电荷 正 是 三 重 积分 | podw .因此 有 


| E.».ndo = dr| Cd/ . 0 
an 
如 果 在 等 式 的 左边 应 用 Gauss 公式 ,我们 得 出 
| div Edy = 4x| pdy, 
OO 0 
即 
| ediv E- 4xo)dx = 0. 


因为 2 可 以 是 D 中 的 任何 立体 ,所 以 由 上 式 可 知 
divE = 4r0 
在 该 D 上 处 处 成 立 .这 是 Gauss 定理 的 微分 形式 ,也 是 静电 场 的 基本 公式 之 一 . 
例 4( 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 ) 设 下 是 流速 场 ,数量 场 p 是 流体 在 各 点 
处 的 密度 . 场 F 和 we 既 依 赖 于 空间 点 的 位 置 ,也 依赖 于 时 间 t. 设 2 是 空间 中 任意 
固定 的 区 域 ,那么 流体 的 质量 关于 时 间 t 的 变化 率 应 是 


HL| pcp, nd s 30(p, dt. 
由 于 该 流体 是 不 可 压缩 的 ,上 述 变 化 率 必须 等 于 流体 进入 0 的 速率 , 即 
-| OF 。1dc， 
an 
这 里 n 表示 30Q 的 单位 外 法 向 量 场 .由 Gauss 公式 
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| ee | ER 
an Nn 
得 

ao ,j. 

| 僵 十 div(pF) )dw = 

由 于 被 积 函 数 连 续 日 2 是 任意 的 区 域 ,所 以 
ae + divCoF) = 0 
必须 在 空间 中 处 处 成 立 . 最 后 这 一 个 表达 式 称 为 流体 的 连续 性 方程 . 


练习 题 13.2 


1. 在 R? 中 , 令 p=(x,y) 且 p= |p| .求证 : 当 P>>0 时 ,lnp 是 调和 函数 . 
2. 求证 : 
A(fe) = fAg + gAf + 2 Vf * Vg. 
3. 设 2 是 Gauss 公式 中 的 闭 区 域 ,u,vE C1'(Q),n 表示 90 的 单位 外 法 向 量 场 .求证 : 


(2) | v ads = | Vu .vadn +| vAudps 
an an n n 

(3) (第 二 Green 公式 ) 

9u 9v 


a7 An Au Av 


u v 


dx. 


an 


do | 

ML v 

4. 设 是 Ri’ 中 的 闭 区 域 2 上 的 调和 函数 ,n 表示 930 的 单位 外 法 向 量 .求证 : 
(1) | 3udo = 0 


C2) | i ds = | vu zapx. 
an oan n 


问 题 13.2 


1. 设 4 是 R 中 闭 区 域 2 上 的 调和 函数 .求证 : 


P| cos (psn) | 1 au 
4x. Le p’ Pp 3 ) do 


其 中 po 是 2 内 的 任意 一 点 , 为 从 po 到 3Q 上 的 点 的 向 量 ,p= ep|. 


ul po) 二 
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这 一 事实 表明 ,调和 函数 由 其 边界 上 的 值 完 全 确定 . 


2. (调和 函数 的 平均 值 定理 ) 若 u 在 Q 内 是 调和 函数 ,p 是 2 内 的 任意 一 点 ,是 Q 内 以 
po 为 球 心 、 以 R 为 半径 的 球面 .求证 : 
= 六 
ul(po) = zk) ude- 


CD 


. 车 u 在 闭 区 域 Q 内 是 调和 函数 ,在 2 上 连续 上 且 不 是 常数 .求证 :wu 只 在 9Q 上 取 到 它 在 2 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


13.3 回 量 场 的 旋 度 


大 家 知道 ,在 流动 的 河面 上 ,水 在 各 点 处 的 流速 是 不 同 的 ,靠近 河岸 的 地 方 流 
速 较 慢 ,河中 央 流 速 较 快 .因此 ,河面 上 的 一 片 落 叶 除了 向 下 游 漂 去 外 , 自身 还 会 打 
旋 , 这 表示 河面 上 到 处 都 有 洲 涡 ,有 的 地 方 洲 涡 较 强 ,有 的 地 方 洲 涡 较 弱 , 它 推 动 树 
叶 旋 转 . 如 何 刻 画 洲 涡 的 强 弱 程度 呢 ? 
在 11.2 节 讨 论 第 二 型 曲线 积分 时 ,我 们 曾 用 第 二 型 曲线 积分 
| Pdx + Qdy + Rdz (1) 


表示 力 场 F= (P,Q,R) 沿 着 曲线 研 所 做 的 功 ,现在 还 可 以 用 它 来 刻画 洲 涡 的 强 
度 . 为 方便 起 见 , 我 们 把 式 (1) 写 成 第 一 型 曲线 积 4 


| Pdx + Cdy + Rdz = | (Pecosa + QcosB+ Reosy)ds = | ir. t)ds,， 
PF 也 


其 中 ,t= (cos ecos B,cos 7Y) 是 本 的 沿 着 正方 向 的 单位 切 向 量 . 
我 们 考虑 一 种 简单 的 情形 , 即 点 涡 的 情形 . 所谓 
点 涡 O ,是 指 O 点 是 旋转 中 心 ,其 余 各 点 都 围绕 O 
点 旋转 .设想 有 一 桶 水 ,用 棍子 在 水 的 中 心 O 搅动 一 
下 ,水 在 桶 里 就 产生 一 个 以 O 点 为 中 心 的 点 涡 . 我 们 
， 要 设法 来 度量 这 个 点 涡 的 强度 .为 此 ,把 图 13.2 所 示 
的 那个 带 有 翼 片 的 小 圆 片 放 到 桶 中 ,小 圆 片 的 圆心 放 
在 O 点 上 .由 于 水 流 的 冲击 ,这 个 小 圆 片 会 旋转 ,小 
13.2 圆 片 旋转 的 快慢 可 以 用 来 度量 洲 涡 的 强度 : 转 得 快 ， 
说 明 游 涡 强 ; 转 得 慢 , 说 明 洲 涡 弱 .我 们 把 由 于 水 旋转 
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产生 的 流速 场记 作 D, 设 小 圆 片 的 半径 为 ", 它 转动 的 角速度 为 w, 圆 片 边 上 每 一 点 
的 速度 的 模 是 wr ,方向 就 是 圆周 的 切线 方向 . 记 圆周 厂 上 每 一 点 的 单位 切 向 量 为 
t ,那么 圆周 下 上 每 一 点 的 速度 = wrt .现在 来 计算 曲线 积分 


| D。tds. 
在 圆周 上 ,ds = rd0 ,所 以 


2r 
| D。tds = | wr d0 = 2wrr’, 
或 者 
| v. tds = 2o. (2) 
人 并 


我 们 把 曲线 积分 | 。tds 叫做 向 量 场 b 沿 闭 曲线 的 环 量 . 式 (2) 的 左边 表示 小 加 


片 单位 面积 上 的 环 量 ,或 叫做 平均 环 量 . 式 (2) 告诉 我 们 小 圆 片 上 的 平均 环 量 等 于 
小 圆 片 旋转 角速度 的 2 倍 .这 说 明 小 圆 片上 的 平均 环 量 可 以 用 来 刻画 洲 涡 的 强度 . 
这 个 例子 告诉 我 们 , 环 量 在 刻画 旋转 的 强度 方面 起 着 重要 的 作用 .下面 我 们 引 
进 一 般 向 量 场 治 着 封闭 曲线 的 环 量 的 概念 . 
定义 13.3.1 设 下 是 区 域 DCR 上 的 一 个 向 量 场 ,也 是 乙 中 的 一 条 封闭 曲 
线 , 称 积分 


| (F。 t)ds 
rT 


为 向 量 场 下 沿 闭 曲线 厂 的 环 量 ,其 中 t 是 厂 的 指向 正 向 的 单位 切 向 量 . 

上 面 讨论 的 点 涡 有 这 样 一 个 特点 :围绕 O 点 旋转 的 点 都 在 垂直 z 轴 的 平面 
上 , 即 以 平行 于 z 轴 的 直线 为 旋转 轴 . 在 实际 情况 中 , 湾 涡 的 旋转 轴 并 不 一 定 与 z 
轴 平 行 ,大 气 中 的 洲 涡 就 是 如 此 .我 们 仿照 上 面 的 例子 来 处 理 这 种 旋转 轴 不 与 z 轴 
平行 的 情形 . 

设 下 是 给 定 的 向 量 场 , M 是 场 中 的 一 点 .过 M 任 作 一 单位 向 量 n, 在 过 M 且 
与 n 垂直 的 平面 上 任 取 一 包围 M 的 闭 曲线 厂 , 记 本 所 包围 区 域 的 面积 为 A, 厂 上 
指向 卫 正 向 的 单位 切 向 量 为 纪 , 那 么 厂 上 的 平均 环 量 


二 | ,CF .1)ds 
就 可 以 刻画 M 处 以 n 为 旋转 轴 的 洲 涡 的 强度 .但 是 卫 所 围 的 区 域 中 除 M 外 ,还 有 


许多 其 他 的 点 ,为 了 能 真正 刻画 M 点 的 情况 ,必须 让 卫 收缩 到 M 点 .为 此 ,我 们 给 
出 下 面 的 定义 . 
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定义 13.3.2 如 果 平 均 环 量 的 极限 


; 二 | 。 
lim A (下 tf)ds 


存在 ,就 称 此 极限 为 向 量 场 下 在 点 M 处 以 n 为 旋转 轴 的 洲 涡 的 强度 . 

对 不 同 的 方 同 n ,向 量 下 在 点 MM 处 洲 涡 的 强度 是 不 同 的 ,正如 对 不 同 的 方向 ， 
数量 场 有 不 同 的 方向 导数 一 样 . 自然 产生 这 样 的 问题 :对 给 定 的 向 量 场 民 及 场 中 
的 一 点 M, 向 量 场 下 在 M 处 沿 哪 个 方向 的 洲 涡 的 强度 最 大 ? 我 们 用 Stokes 公式 
来 回答 这 个 问题 . 

设 F= Pi+ Oij+ Rk. 由 Stokes 公式 , 知 


| “。 1t)ds= | .Pax + OQdy + Rdz 
二 咱 ( 洋 3 20 )cos Q 十 ( 邯 ee jcos 8 


9y gz OZ 9x 
G 
aQ _aP 
十 = 5 )cos 7 Jdo, (3) 
这 里 G 是 玉 所 围 的 区 域 ,mn = (cos a ,cos B,cos y). 
记 
aR 0, 1aE _ aR\,, 130 aP 
村 二 【人 a ax Er 3y 
那么 式 (3) 可 写 为 


| F 。tds = |[a 。ndo. 
由 积分 中 值 定理 知 ,存在 €€ G ,使 得 
| .Ftds= (a.n) leh, 
这 里 A 是 G 的 面积 .于 是 
lm 二 | Fetds= (arm ly=aly. n=|adM) |cos0, (4) 


这 里 9 是 向 量 a(M) 与 n 的 夹 角 . 式 (4) 说 明 向 量 场 下 在 M 处 以 n 为 旋转 轴 的 洲 
涡 强 度 是 a 在 n 方向 上 的 投影 .因而 当 9=0, 即 a 与 n 的 方向 一 致 时 ,旋转 强度 取 
最 大 值 ,而 且 这 个 最 大 值 就 是 上 a || . 
现在 给 出 向 量 场 下 在 点 M 处 旋 度 的 定义 . 
定义 13.3.3 向 量 场 下 在 点 M 的 旋 度 是 这 样 一 个 向 量 :以 这 个 向 量 的 方向 
为 旋转 轴 的 洲 涡 强度 的 值 最 大 ,而 且 最 大 值 就 是 这 个 向 量 的 模 . 向 量 场 FF 的 旋 度 
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记 为 rot F(rot 是 rotation 的 缩写 ). 


根据 上 面 的 讨论 ,向 量 a 就 是 满足 定义 中 所 要 求 的 那个 向 量 .这样 , 我 们 得 到 


了 向 量 场 
F= P(x,y,2Z)i+ Q(xsy,Z)j + R(x,y,2z)k 
的 旋 度 rot F 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 : 


和 


或 用 行列 式 表 达 为 
i 
a 


rotF = 3x 


P 


利用 Nabla 算 子 , 旋 度 能 写成 “向 量 积 ” 的 形式 : 
rotF= VxrFk. 


© Sl ~ 
-Ny 


旋 度 运算 适合 下 列 法 则 : 
(a) V X(cF)=cV XxF, 其 中 Cc 为 常数 ; 
(b) V XxX(F1i+F2)=V XFi+V XxXF,; 


(c) 设 9 是 数量 孔 数 , 则 有 
Vx (pF)= ovVxF+VvVoxF; 


(d) V。 (FixXF,)=(Y XxXFi)*F,.—-(V XxXF,). Fi. 
(c) 的 证 明 设 F=(P,O,R), 于 是 


VX (PF) = | ay 2 


它 的 第 一 个 分 量 是 


地 (PR) -元 (99) = ql(. -20)+ -02 
由 此 可 见 
i 大 i j k 
六 ”全 ” 浊 ap ap ay 


= 是 | | 32 22 
VX (PF)= Pas By | 4 | 9 


=9p9VxF+Vv9oxrkr. 
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(d) 的 证 明 设 F;=(P;,0;,Ri)(i=1,2), 于 是 
© 9 
TCE, X Fi)= (QiR: es 


+ 站 (PQ - Pyy 


人 _909i )P， Ee 要 Ry 四 E> 了 


9y 9z gz ox Aax 


( 吕 - 强 p+ 器- 奖 jo+( 强 - 


9y DZ 9zZ ax 
= (Vx Fi).F,—- (Vx F,).F. 
例 1 设 p=(x,y,z),p=p|. 向 量 场 
Fl(p) = f(p)p 
称 为 有 心 场 , 其 中 是 单 变量 函数 .求证 :rot F=0, 其 中 了 >0. 
证 明 因为 VY Xp=0, 所 以 
vx (fp)= {Vxp+vfxp= vfxp 


=f'(p)vpxp = JP) px 二 多 


在 13.2 节 的 例 3 中 ,我 们 讨论 过 静电 场 
E= 六 PP， 


这 是 一 个 有 心 场 .由 例 1, 知 
rotE = 0. 
这 也 是 静电 场 中 的 一 个 重要 定理 . 


练习 题 13.3 


1. 证 明 : 
Vx(VxF)= VvV(V. F)-— VF. 

2. 设 2 是 Gauss 公式 中 的 闭 区 域 ,n 表示 30 的 单位 外 法 向 量 ,向 量 场 FE C1(0). 求 证 : 
rot F(p) = lim zy | x 下 dc. 


By Re!) 


3. 设 Q 是 Gauss 公式 中 的 闭 区 域 ,数量 场 fE C*(0), 在 2 中 处 处 不 为 零 , 且 满足 条 件 


div(fegradf) = af, | YA = bf, 
其 中 4 与 5 为 常数 . 试 计算 | ”2do 
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13.4 有 势 场 和 势 国 数 


定义 13.4.1 设 向 量 场 F= (P,Q,R) 定 义 在 区 域 DCR? 上 .如 果 存 在 D 上 
的 一 个 数量 场 ? ,满足 
grad 9(p) = F(p) CL 
对 一 切 pED 成 立 , 则 称 向 量 场 F 为 有 势 场 , 数 量 场 2 叫做 向 量 场 F 的 一 个 势 
函数 . 


等 式 (1) 也 可 以 写成 
ag _ ap _ ap _ 
5 = Ps ay O， 5 R. (20 


同 有 势 场 的 概念 紧密 相关 的 还 有 两 种 场 . 
定义 13.4.2 设 下 是 定义 在 区 域 D CR 上 的 向 量 场 .如 果 对 含 于 D 中 的 任 


何 一 条 封闭 曲线 ,都 有 | .FF .dp = 0, 则 称 下 是 D 上 的 一 个 保守 场 . 


这 就 是 说 ,如 果 下 是 一 保守 场 ,T ,TT 是 两 条 有 问 曲 线 , 它 们 都 以 4 为 起 点 ， 

以 B 为 终点 ,那么 
| F.dp=| F.dp, 
过 Lo 

即 下 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 

定义 13.4.3 设 下 是 定义 在 区 域 DCR” 上 的 向 量 场 .如 果 

rotF=VxF=0 

在 D 上 处 处 成 立 , 则 称 下 为 D 上 的 一 个 无 旋 场 . 

对 平面 区 域 而 言 ,定理 11.3.2 告诉 我 们 ,这 三 种 场 是 等 价 的 .但 有 一 个 前 提 条 
件 : 这 个 平面 区 域 必须 是 单 连通 的 . 对 空间 区 域 , 单 连通 的 概念 比 平面 区 域 要 复杂 
一 些 . 我 们 有 : 

定义 13.4.4 设 0 是 R 中 的 区 域 .如 果 0Q 中 任意 封闭 曲面 的 内 部 完全 在 Q 
中 , 则 称 2 为 空间 单 连通 区 域 ;否则 称 为 空间 多 连通 区 域 . 

例如 : 

fr = xy ER 
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Dz = (yw 了 0 


都 是 空间 单 连通 区 域 ,但 


(23 = ((xX,y,2) E RO0Tx +y +z 1}, 
oy i 


都 是 空间 多 连通 区 域 . 


定义 13.4.5 设 0Q 是 R 中 的 区 域 .如 果 对 2 中 任意 逐 段 光滑 的 曲线 厂 , 总 能 
在 2 中 找到 一 张 逐 片 光滑 的 曲面 ,以 醋 为 其 边界 , 即 93 = 栈 , 则 称 2 为 曲面 单 


例如 ,上 面 的 Q3 和 0Q4 都 不 是 空间 单 连 通 区 域 , 而 是 曲面 单 连通 区 域 .但 也 有 
空间 单 连 通 区 域 不 是 曲面 单 连通 的 ,例如 


(5 二 (人 (2 EE Rs > 也 
因此 ,空间 单 连通 和 曲面 单 连通 是 两 个 不 相关 的 概念 ,无 强 弱 之 分 . 


现在 可 以 来 叙述 本 节 的 主要 结果 : 


定理 13.4.1 设 D 是 R 中 的 曲面 单 连通 区 域 ,F 是 定义 在 D 上 的 一 个 向 量 


场 .如 果 FE C2(D), 那 么 以 下 三 个 命题 等 价 : 


(1) 下 是 有 势 场 ; 
(2) 下 是 无 旋 场 ; 
(3) 下 是 保守 场 . 


证 明 ”我 们 按 (1)=>(2) 二 (3) 二 (1) 的 顺序 给 出 定理 的 证 明 . 
(1) 二 (2) 设 F=(P,0O,R) 是 有 势 场 ,因而 存在 势 函 数 ,使 得 式 (2) 成 立 . 


于 是 有 
aR _ ap_ an _9a0 
dy gy9az 9z9y 9z” 
BP .- ag29 _ 99 _9R 
9Z QZO9X 9XOZ ox 
30 .OR A 
dx axay ayax ay 
由 此 即 知 
rotF = 0. 


(2) 过 (3) 设 下 是 无 旋 场 .在 忆 中 任 取 一 条 封闭 曲线 卫 , 并 在 D 内 作 一 以 了 


为 边界 的 曲面 .这 时 ,由 Stokes 公式 ,得 到 
| F.dp=| rotF.ndo = 0， 
到 高 
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即 下 是 D 上 的 保守 场 . 
(3) 二 (QQ) 设 下 是 一 保守 场 ,那么 下 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 即 若 六 ,Ts 是 
两 条 有 向 曲线 ,它们 都 以 4 为 起 点 ,以 B 为 终点 , 则 必 有 


| F.dp=| F. dp. 
六 Tz 
现 设 (a ,b,c) 是 D 中 的 一 个 固定 点 ,(x,y,z) 是 D 中 的 任 一 点 .定义 函数 


(xyyyZ) 


P(E YZ -| F.dp, C3) 


(a,b,c) 
公式 (3) 右 边 的 表示 方法 不 会 引起 混乱 ,这 是 因为 右边 的 那个 曲线 积分 与 路 径 无 
关 , 仅 由 终点 唯一 地 确定 . 取 | hh| 充 分 地 小 ,使 得 (x +h,y,z) 仍 在 D 中 .考察 
plx+h,y,z) = | vip (4) 


(a,b,c) 
式 (4) 中 的 曲线 积分 的 路 径 可 以 这 样 理解 :从 点 Ca ,b,c) 到 点 (x,y,z) 的 路 径 还 是 
式 (3) 右 边 的 那 一 段 路 径 , 而 从 点 (XxX,，y，z) 到 点 (x +hh,y,z) 就 取 这 两 点 连 成 的 直 
线段 .由 式 (4) 和 式 (3) ,可 知 
(x+h,y,2) 


Px + hsy,z) — plx,y,z)= | F.dp 


(xyyyZ) 
X 十 瑚 
=| Plry,wydt = PO ya), 


其 中 x 在 x 和 x+h 之 间 , 这 里 利用 了 连续 函数 的 积分 平均 值 定理 .由 此 得 到 
PN hy yz) = PX Ys2) 


h 二 a + 和 六 
在 上 式 的 两 边 令 h->0, 再 由 P 的 连续 性 ,可 得 
9 ss 
9P(XIY1Z) PCR, Ns 
9x 
类 似 地 ,可 以 证 明 
9 9 9 9 EA 
9P(X» 12) _ ee 29CX，y，2) Re 
9y 9zZ 


这 就 是 说 ,由 式 (3) 定 义 的 函数 2 是 场 FF 的 一 个 势 函 数 .因此 ,下 是 有 势 场 . 
上 面 的 证 明 给 出 了 如 何 求 保守 场 的 势 函 数 的 具体 方法 . 
下 面 是 三 个 具体 的 例子 . 
例 1 求 有 心 场 下 的 势 函 数 . 
解 设 D={p:p>0). 由 13.3 节 中 的 例 1, 知 V xXxF=0, 即 下 在 D 上 是 无 旋 
场 .由 定理 13.4.1 知 下 是 D 上 的 有 势 场 . 
任意 固定 一 点 4 天 0, 则 当 B 取 0 时 , 依 公式 (3) 得 出 下 的 一 个 势 函数 
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B 
p(B) = | F.dp. 


以 原点 为 中 心 ,以 ‖B | 为 半径 作 球 面 5. 设 经 过 点 4 的 球 的 半径 与 $ 相交 于 点 
C. 又 设 $S 上 从 C 到 B 的 大 圆 弧 为 矿 ,于 是 


p(B) =|_F.dp+| 人 
AC rT 


由 于 在 夏 上 ,有 p*=p*p=p*= 上 BI*, 所 以 p， dp=0, 即 F。dp=0. 由 此 得 
到 势 函 数 


lcil 1B1 


pf(p)dp = | pf(p)dp. 


1 al 


p(B) = |_F. i | 
特别 地 ,对 地 球 的 引力 场 


1 41 


F =- Pp， 
这 里 M 是 地 球 的 质量 ,这 时 有 f(p)= - M/pi ,于 是 , 势 函 数 为 
1 Dt 
We MTT AT 


由 于 4 天 0 是 任意 固定 的 点 ,车 令 ‖ 4 | 一 + % ,显然 仍 得 出 一 个 函数 M/ 1 B | ， 
这 是 将 一 单位 质量 的 质点 从 无 穷 远 处 移 至 点 B 处 引力 场 做 的 功 . 
例 2 设 癌 量 场 
Fs (2 ~- 222 — 2xXy). 
证 明 :F 是 有 势 场 ,并 求 出 下 的 一 个 势 函 数 . 
解 令 P=x -2yz,Q=y 一 2xz,R =z 一 2xy. 直接 验 算 有 
aR _30 ap 下 20_ap 


3 ， ， (5) 
9y QZ DZ Ax gx 9y 
从 而 可 知 rot F = 0, 所 以 下 是 无 旋 场 ,也 就 是 有 势 场 . 现在 来 求 出 F 的 一 个 势 


从 O 到 (0,0,z) 的 线段 .从 (0,0,z) 到 (0,y,z) 的 线段 和 从 (0,y,z) 到 (x,y,z) 的 
线段 ,这 三 段 直 线 组 成 一 条 从 O 到 (x,y,z) 的 折线 .这 时 ， 

PLRrys2) jo F “dp 
便 是 下 的 一 个 势 函 数 . 易 知 


(0,0,2z) (0,y,2z) (Xry,2) 
pixsy12)= | F.dp+| F.dp+| Padyp 
(0,0,0) (0,0,2) (0,y,z) 


| a 十 | ed 十 | Ce 一 2yz)dt， 
0 0 0 
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从 而 就 得 出 了 向 量 场 下 的 一 个 势 函数 
p(p) = 于 (2 Eb 这 出 呈 放 一 生 风 5 
对 这 个 问题 ,还 有 另外 一 种 算法 .从 O 到 (x,y,z) 用 直线 段 相 连 ,引入 参数 
方程 
$= 


这 时 ， 
dé = xdt, d= ydt, dé¢ = zdi, 
因此 
F.dp= Pd£ + OQdn7 + Rdé 
= 12(X(X: — 2y2) + y(y2 — 2x2) + z(z2 — 2xy)) dr. 
由 此 可 得 


1 
P(E) (+ 并 6xyz)| di 


= 三 (xa 十 2) -2x2 


3 

这 与 第 一 种 算法 的 结果 一 致 . 

如 果 向 量 场 下 在 区 域 n 上 有 势 函 数 9, 那 么 称 一 9 为 F 的 势能 . 

现在 设 力 场 是 一 有 势 场 ,质点 在 这 个 力 场 的 作用 下 运动 ,运动 的 方程 是 r= 
r(1) ,时 间 1 ELa ,bj]; 如 果 运 动 满足 Newton 第 二 定律 ,那么 一 定 满足 能 量 守恒 
定律 . 

例 3 在 上 述 条 件 之 下 ,质点 运动 时 的 势能 与 动能 之 和 等 于 常数 . 

证 明 设 质点 的 质量 为 m ,那么 动能 便 是 m(r'(1))?/2, 我 们 只 需要 证 明 


mr (DY fo rt) (6) 
为 一 常数 .将 式 (6) 对 1 求 导 , 得 出 
1ar (1) -ert)— Vfor(t)er Cr) (7) 


Newton 第 二 定律 说 的 是 mr (Cr) = F。r(1), 也 就 是 mr”(1) = Vf。r(1), 代 入 式 
(7) 后 ,得 
r Ct) Vfor(t)—- Vfer(t).r(t)= 0. 
这 正 是 说 , 式 (6) 中 的 表达 式 等 于 常数 . UD 
现在 ,我 们 来 讨论 势 函 数 的 唯一 性 问题 . 
设 下 是 区 域 2 上 的 有 势 场 ,f 和 8g 都 是 下 的 势 函 数 ,这 也 就 是 说 ， 
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gradf = gradg=F 
在 Q 上 处 处 成 立 , 即 
(ff-8) = a g) = -8) =0. 
由 定理 9.10.2, 即 知 [8g 在 2 上 是 一 常数 .由 此 得 : 
定理 13.4.2 设 正 是 区 域 2 上 的 有 势 场 ,如 果 不 计 和 常数 加 项 ,那么 势 函数 是 
唯一 的 . 
与 向 量 场 的 势 函 数 密切 相关 的 是 所 谓 恰当 微分 形式 的 概念 . 设 
| P(x,y,zZ)dx + Q(x,y,2)dy + R(xX,y,Z)dz 
是 定义 在 开 集 DCR? 上 的 微分 形式 ,如 果 D 上 存在 一 个 0 形式 9, 使 得 
dp = Pdx + OQdy + Rdz (8) 
在 D 上 处 处 成 立 , 那 么 这 个 1 形式 Pdx + Qdy+ Rdz 称 为 D 上 的 一 个 恰当 微分 
形式 ,或 简称 恰当 微分 . 
很 明显 ,公式 组 (5) 是 判断 这 个 微分 形式 是 恰当 微分 的 充分 必要 条 件 . 一 旦 确 
信 它 是 一 个 恰当 微分 之 后 ,也 可 以 用 刚刚 已 指明 的 办 法 求 出 9 来 ,使 之 满足 等 
式 (8). 
在 开 集 DCR* 上 ,方程 
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (9) 
称 为 恰当 微分 方程 .如 果 它 的 左边 是 一 个 恰当 微分 , 设 ” 是 向 量 场 F= (P,Q) 的 任 
一 势 孔 数 , 那 么 对 任意 的 常数 c, 隐 函数 


PCX，y) = C 
是 微分 方程 (9) 的 通 解 . 
例 4 求 微分 方程 
(xX+y+1)dx+(x—- y+3dy=0 (10) 
的 通 解 . 
解 设 
P=x+y+l1, Q=x-y+3. 
由 于 成 立 着 等 式 
aQ _ aP 
ax ay” 


所 以 式 (10) 是 一 个 恰当 微分 方程 .现在 来 求 向 量 场 下 = (P,QO) 的 一 个 势 函 数 : 
p(x,y) = | 一 F .dp= | FF 。 dp 上 + | 一 FF .dp 


(0,0) (0,0) (0,y) 
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= -tart | +ry+ Dd 
dy | 
= 3y 3y + Fx Wp 


因此 ,方程 (10) 的 通 解 是 


这 里 c 为 任意 常数 . 


. 求 下 面 下 的 势 函 数 ， 
天 = 人 (二 了 人， 
z 2 》 Zz 
= 1 
人 


. 计算 下 列 恰当 微分 的 曲线 积分 : 
(1) | xd + yzdy — zdz; 


(1,1,1) 


(0,1,1) 
(2) | ydx + xzdy + xydz; 
( 3 


1,2, 
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(xpyyp yzp) 
(3) | ”sd 二 yy 二 2zdz ,其 中 (xyza) 是 球面 x + y+ z= qa? 上 的 点 ， 


(x1 81 yz1) /x? 十 y 十 Z2 


(xay yayz2) 是 球面 x 二 y+ 22 = b? 上 的 一 点 ,并 设 a 计 0,b 守 0. 


. 设 f,g,h 为 单 变量 的 连续 函数 .计算 


(x2 1)2 72) 
| fdx + gCy)dy + hz)dz. 


(0111121 
. 设 /为 单 变量 的 连续 函数 . 计算: 
Cxoyyoyzo) 
| 2 prt yt 2) (dx + dy + dz); 


(x1 71 1721) 


(x9+y9 +122) 
2 fT xdx + ydy + zdz). 


Cxl 121 


. 设 弹性 力 的 方向 指向 坐标 原点 , 力 的 大 小 与 质点 到 坐标 原点 的 距离 成 比例 ,并 设 此 点 依 
逆 时 针 方向 描绘 椭圆 厨 + 此 =1 在 第 一 象限 的 那 一 段 , 求 弹性 力 所 做 的 功 ， 


. 求解 下 列 恰当 微分 方程 


(1) xdx + ydy=0; (2) xdy+ ydx =0; 
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(3) (x+2y)dx+(2x+y)dy=0; (4) (x2 一 y)dx 一 (x+sinzy)dy=0; 
Xdx+ydy ydx 一 xdy 
y :和 SA =0; 6 二 a ; 
(5) erdx + (xe’—2y)dy (6) a 
xdy— ydx _ 
(7) Re =xdx+ ydy. 


13.5 ” 旋 度 场 和 问 量 势 


定义 13.5.1 设 F 是 R 中 的 区 域 D 上 的 一 个 向 量 场 .如 果 存 在 向 量 场 G， 


F=VYVxG, 
就 称 下 是 一 个 旋 度 场 ,G 称 为 F 的 向 量 势 . 
如 何 判 断 下 是 不 是 旋 度 场 ? 容易 看 出 ,如 果 下 是 旋 度 场 , 即 =V Xx G ,那么 
VeF= Ys (VX G)=0, 人 
即 下 是 一 个 无 源 场 .这 是 因为 : 若 记 G= (G1,Gs,Gs), 那 和 


9G3 9G,» 9Gi 9G3 9G» 2 人 2 


Xx es ， 
全 Ly dz dg dX 0% 9y 


因而 


二 
vV. (Vx G)= pt 


oe + 二 St ss 3 ) 


= Vs 
即 式 (1) 成 立 .但 反 过 来 ,从 式 (1) 不 一 定 能 推出 下 是 旋 度 场 .下 面 便 是 一 个 这 样 的 
例子 . 

设 D=R 一 10},F= p/p,p= (x,y,;Z), 则 由 13.2 节 中 的 例 1, 知 V*F=0. 
如 果 存 在 G ,使 得 

F=Vx6G, (2) 
考虑 以 原点 为 中 心 、 以 7 为 半径 的 上 半球 面 31 和 下 半球 面 532,51 和 52 的 边界 
都 是 
{(xX,y,2) E Rix +y = rr,z = 0), 

但 方向 恰好 相反 , 即 93 =932 .由 Stokes 公式 ,得 
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‖F.ndc=|vxc .nd =| Gdp, 
p 2 


[ends = | xo .nd =| G.dp=-| Gap, 
3 ， 澡 (31) ?3 
因此 
|[F.nds =||F. nds+|F.nds=0, 
> Z1 22 
但 
||F:nas = |S. Lde = 4rr = 4r@#0. 
: sp Pp r 


此 矛盾 说 明 式 (2) 不 成 立 .但 是 对 很 广泛 的 一 类 域 , 即 所 谓 的 星 形 域 ,从 式 (1) 能 推 
出 式 (2). 

定义 13.5.2 设 0Q 是 Ri 中 的 区 域 ,Po€ 0Q. 如 果 对 任意 的 PEQ, 线 段 PP。 
完全 落 在 Q 中 ,就 称 Q 关于 Po 是 星 形 区 域 . 

例如 ,上 晤 域 关 于 其 中 任意 的 点 都 是 星 形 的 ,而 空心 球 {(x,y,z)ER” :0 二 x?+ 
玉 + 到 < 一 站 关于 其 中 任意 的 点 都 不 是 星 形 的 .我 们 有 : 

定理 13.5.1 设 D 是 R’ 中 关于 Po 的 星 形 区 域 ,FE C1(D). 那 么 下 是 旋 度 
场 的 充分 必要 条 件 是 下 为 无 源 场 , 即 V.， F=0. 

证 明 条 件 的 必要 性 已 在 前 面 证 明 过 ,下 面 证 明 条 件 的 充分 性 . 即 若 Y ， 下 = 
0 ,我 们 要 证 明 存 在 G ,使 得 

F=vVxG. (2) 
先 设 Po = (0,0,0). 由 于 D 关于 Po 是 星 形 的 ,所 以 对 任意 的 (x,y,z)ED,ItE 
(0,1), 有 (tx,ty,1z)ED. 设 F=(P,QO,R), 今 
i j k 
1 1 1 
G = | Px, ty, tz)d | 1OQ(itx,ty,1tz)dt | Rm, ty, tz2)dt 5 


部 y z 


那么 G 的 三 个 分 量 Ci, Cs,Gs 分 别 为 
1 1 
G1 = 了 | IOCtxytyytz)dt 一 ?| Rx ty, tz2)dt, 


1 1 

CO> x| Crspystz)di 一 z| iPlix, ty, tz)dt, 
1 

Gs = y| tpl ty, tz)dt = x| tOQ(tx, ty, tz)di. 
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我 们 来 证 明 : 
9Gs 9GO _ 9G1 90G3 
9y az 9Z Aax 


经 过 直接 计算 ,得 


一 O@， = (3) 


1 
2 = | tP(tx,ty,tz)dt 十 中 PSC, ty 1)dt — x| 化 30 (x,1y, tz)dt, 
9y 0 9y 
9G,» ea. | 2 9R -| Ee | 29P 
3 = i gz ‘tty, tz)dt ,tty, 12)dt 这 ot gz tty, 12)dt. 
因此 
2 =2| -| 2/90Q oR 
9 -27 dP ty, tdt -| xt (GE Cx, ty, 12) + txty, tz) )di 
+: ;9P i aP 
2 2 2 
+ | yt I st gz 1y, 12)dt. 
三 2| tp ty, tz)dt + | xe E(x ty, tz)dt 
0 TY， ax ly， 
' 2 9P | 29P 
+| yt oy ,zt gz Xty, 2)dt, (4) 
这 里 我 们 已 经 用 了 等 式 
= QP 0 Rs 
ey -0 
男 外 ， 


1 
| Px, ty, tz))d = 12P(tx,ty,t2)|! = P(x,y,2), (5) 


而 
pA Plitx, ty, 1z)) 


= 2tP(tx,ty,tz)+t : (x3 SE (testy, 1z) 十 y 9S te ty, tz) + z(t, ty, tz)). 


(6) 
把 式 (6) 代 和 人 式 (5), 即 得 


站 
ee ?| iPtx, ty, tz)dt 
0 


oP Wa oP 
+| r(x (txsty, zz) + y9 AC 


(7) 
由 式 (4) 和 式 (7) , 即 得 
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3Gs 3G， 


9y az = P. 


同 理 , 可 证 式 (3) 的 其 余 两 式 . 
G 也 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
G(x,y,z) = | tix, ty, tz) x 了 dir， 


其 中 P= (x,y,z). 
如 果 Po = (xo，yo，Zo) 关 0, 那 么 可 取 
G(x,y,2Z) 


1 
三 | EG 寺 法人 法- 一 X0)，y0 十 t(y ee yo0) ,Zo F(Z Zo0)) x(P-— Po)di. 


证 明和 前 面 是 一 样 的 . 
必须 注意 , 旋 度 场 的 向 量 势 不 是 唯一 的 . 
定理 13.5.2 设 G 是 旋 度 场 F 的 向 量 势 ,那么 对 D 中 任意 连续 可 微 的 函数 
8，,G+V9 也 是 下 的 向 量 势 . 
证 明 这 是 因为 
Vx(G+Y9)=VYxG+YxX(vY9)= VxG=F. 
例 1 证 明 :F= (xy+1)it+ 一 yzk 是 R? 中 的 旋 度 场 ,并 求 其 向 量 势 . 
证 明 现在 


P=x+l Q=z, R=-Y, 
因此 
Ve.F=y+(-y)=0. 
由 定理 13.5.1 知 它 是 一 个 旋 度 场 . 设 它 的 向 量 势 
G= Gii+G2j+ Gsk, 


那么 有 
9Gas _ 9G2 _ 9G1 9Gs _ oO 9G1 _ 
By 六 = Xy 二 1， gz x 2? ox 下 二 yz. (8) 
8G; 
令 Gs =0, 则 人 = xy 一 1, 所 以 


Gs =— Xt f(y). 


9 g 二 > 
又 因 呈 2 = z, 故 G1= 邱 , 于 是 由 式 (8) 的 第 三 个 方程 ,得 
i 
+ 
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取 f=0, 就 可 得 一 向 量 势 


人 
G = si CRy + NZI 


一 般 的 向 量 势 可 写成 


学 
全 = (xy + 1)zj + v9, 


其 中 9 是 RY 上任 一 连续 可 微 的 函数 . 


练习 题 13.5 


1. 证 明 下 列 向 量 场 都 是 R? 中 的 旋 度 场 ,并 求 其 向 量 势 : 
(1) 下 = 五 二 好 + yk; 
(2) F= xyi— yj + yzk; 
(3) F=(z—y)it(x—2z)j+(y— x)k. 
2. 设 0 是 R? 中 关于 A= (xo,yo,zo) 关 0 的 星 形 域 .如 果 下 是 0 中 的 无 源 场 , 妈 div 下 =0， 
证 明 :F 必 为 Q 中 的 旋 度 场 . 


13.6 正 交 曲线 坐标 系 中 梯度 、 散 度 
和 旋 度 的 表达 式 


为 了 表达 式 的 对 称 性 ,我 们 暂时 放弃 过 去 一 些 常用 的 记号 .直角 坐标 系 中 的 点 
过 去 常 记 为 C(x,y,z), 目 前 改 记 为 (xi, xz,xs); 过 去 我 们 用 (w,v, w) 表 示 参 数 空 
间 的 点 ,现在 则 用 (wi ,uz, us) 来 表示 . 

首先 ,应 当 介 绍 什么 叫做 “ 正 交 曲线 坐标 ”. 记 p= (xi,xz,xs). 设 


p= f(ui,us, us) (1) 
是 从 参数 空间 中 的 区 域 D 到 R? 中 的 一 个 映射 ,也 可 以 把 映射 (1) 写 成 分 量 的 形式 
Xi 三 Wt a) 【和 三 13737， (2) 
其 中 (ui,us,us)ED. 青 设 映 射 了 满足 下 列 条 件 : 
(a) fE CD); 
(b) 了 是 单 射 ; 
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(c) 2 9 于 互相 正 交 ; 


Di ar 9U3 

(d) def Jf >0. 
于 是 ,通过 了 建立 了 区 域 D 与 f(D) 之 间 的 一 对 一 的 、 连 续 可 微 的 可 逆 映 射 ,f(DD) 
CR’ 也 是 一 个 区 域 ,其 中 的 任 一 点 p 与 三 数组 ( Ui,U»,U3)ED 之 间 可 建立 一 一 
对 应 ,这 个 三 数组 就 称 为 点 p 的 曲线 坐标 .由 于 性 质 (c) 成 立 , 可 以 更 精确 地 称 之 为 
点 卫 的 正 交 曲线 坐标 . 让 我 们 对 这 一 名 词 多 作 一 些 解说 . 

任意 固定 一 点 uo = (wu? ,wu3,u3)ED, 那 么 

po = (XI ,xx = fu0) € fCD). 
单 参 数 的 向 量 函数 p= fwi ,3,u3) 是 经 过 点 po 的 一 条 曲线 , 称 为 ui 曲线 , 它 在 
点 po 处 的 切 向 量 便 是 
2 uo). 


类 似 地 ,可 以 定义 uz 曲线 和 us 曲线 ,它们 在 点 po 处 的 切 向 量 分 别 是 
Qf .ey, 2 (uo). 
U3 


9 us 
由 条 件 (c) 和 (qd) ,这 三 个 切 向 量 组 成 正 交 的 右手 系 , 这 就 是 称 (ui, us, us) 为 
点 的 正 交 曲 线 坐 标的 原因 . 记 


二 | (i = 1,2,3), 


QUi 


i 二 


可 见 有 ,hz,hs 都 是 正 数 ,它们 都 是 点 的 函数 . 今 

2 = ey i = 

Qi 
可 见 el ,ez,es 是 正 交 的 单位 向 量 ,它们 组 成 随 着 点 变化 的 规范 的 正 交 右 手 系 . 
13.6.1 梯度 的 表示 


设 $B 是 定义 在 fAD) 上 的 一 个 数量 函数 .在 直角 坐标 系 Rz 中 ,G 的 梯度 VG 
是 向 量 


(22,38,38) 
QOX1 AX2 OX3 


现在 的 问题 是 : 若 采 用 正 交 坐 标 (ui ,xs ,us) ,将 如 何 来 表示 这 一 向 量 ? 我 们 设 
VG = Ss (3) 
这 里 MA: ,2 ,hs 待定 .首先 ,我 们 有 ~ 
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dp = 2 Adu 全 Diane (4) 
一 方面 ,由 式 (3) 和 式 (4), 可 得 
VB .dp = Diduss (5) 
另 一 方面 ,有 
v8. dp-= D 92ax, = d6 = 到 (6) 


这 里 我 们 已 经 应 用 了 一 阶 微分 形式 的 不 变性 .将 式 (5) 和 式 (6) 等 同 起 来 ,注意 到 
dui,duz,dus 是 任意 的 ,得 到 


xh i yg. 
Di 
由 此 得 到 
1a@6 ，- 
Ai = 六 py (1 1,253), 
代入 式 (3) ,可 得 
总 
_ 1 98, 
VG = 2 二 (7) 


式 (7) 是 下 面 讨论 散 度 和 旋 度 表示 的 出 发 点 .为 此 , 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 13.6.1 以 下 三 个 等 式 成 立 : 


(1) Vi =7 (1=1,2,3)3 


(2) J x =0(i=1,2,3); 


el e2 €3 
a i 


证 阴 (1) 在 式 (7) 中 取 中 三 Uil , 即 得 Yui 三 ei1/hi .再 取 中 三 U2，D= U3 , 即 得 
其 余 两 式 . 
(2) 由 (1), 即 得 


=0., 


VE = Vx (Vu) = 0. 
(3) 计算 得 


vy._el ,E62Xes3 _ :Te 
2 3 
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= (7 
在 推导 过 程 中 ,我 们 用 到 了 公式 
V.(axb)=(Vxa).b—-(Vxb).a. 
这 个 公式 我 们 已 在 13.3 节 的 旋 度 运算 法 则 (qd) 中 作 过 证 明 , 不 过 在 那里 是 在 直角 
坐标 系 下 证 明 的 .事实 上 , 算 子 Y 这 一 性 质 是 不 依赖 于 坐标 系 的 ,在 此 不 作 详 细 的 
说 明 . 
类 似 地 ,有 


13.6.2 散 度 的 表示 


设 下 为 一 向 量 函 数 ,并 且 
F= Fiel + Faes 二 Fasea， 
VY.F=YCPe)+YCFPe)+YCFaes)， 
利用 引 理 13.6.1(3) 和 式 (7) ,可 得 


VF = Fih2shs* oo 一 
A 
= VFih, hs) "+ Fih hs 
和 (2 gq(F h, ha 2 + 1 a(F h» hs) ee 滩 1 9aCPF As3) :)， j 
hi 9uil hs 9 Uz hs 9 U3 : hs hs 
__1 Nhh) 
hih, hs OuUl 
同 理 , 可 得 
< 1 qa(F,hih;) th 1 a(Fshih,) 
V (F,e;) = hi ha hs QM» 9 V (Fses) 宇 hi hzhs Os , 
于 是 
1 oaCFihshs) .9(F,hih;s) + 9CPFsh h,) 
了 可 再 可 | Bu Ep 让 人 


13.6.3 旋 度 的 表示 


设 下 = Pei+PFaes+Fases, 则 
VxXF=Vx (Flei) 十 VX (F,e,) 十 VX (Fses). 


到 了 中 “= 
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利用 引 理 13.6.1(2) 和 式 (7) ,可 得 
Vx (Fie)= vx (Fh 二 


hi 
Cn 8 区 入 
(x du Y h, Be go h; Be es )x hi 
-1 HNP), 1 Ahk), 
hihs 9 U3 2 hohi OU 6 
a 1 a(Fihi) nd 
= Me has). 
同 理 , 可 得 
1 a(F,h,) a(F,h,) 
Vx (Fses) = el De fay Caei) )， 
加 1 9(Fsh;) a(Fsh;s) 
Vx (Fses) = pe Se (hzez) ). 
由 此 即 得 
本 1 aC(Fshs) 9(F,h,) 9(Fihi) 9a(Fshs) 
yxXF= et a 3 ) (me) + ( 于 ) Chze:) 
oa(Fshs) 9(Fihi) 
+ ( 9 ui 9 us ) hses)) 


hiei hes hes 


| 朵 a 
hhla du Be | (9) 


Fi hi F, hs F; hs 
后 ,我 们 计算 在 正 交 曲线 坐标 系 中 Laplace 算 子 的 表达 式 . 设 @ 是 一 数量 函 
ee A: 


AD = V. (VD), 
A 叫做 Laplace 算 子 ,这 个 算 子 在 数学 理论 的 自身 和 数学 诸多 的 应 用 中 ， 有 着 极其 
重要 的 作用 .在 Rs 的 直角 坐标 系 中 ww 算 子 的 表示 为 
32 32 了 2 
dX: dy Qs. 
在 正 交 曲线 坐标 中 ,我 们 已 经 有 了 公式 (7) 和 公式 (8) ,因此 可 以 立即 得 到 


1 v9 (sh a \ 
hih; hs 1 QULi h? 9u:i “ 


A 三 


Am = (10) 
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下 面 讨论 三 个 特殊 的 正 交 曲线 坐标 系 . 
例 1 求 在 极 坐标 系 下 Laplace 算 子 的 表达 式 . 


解 ” 我 们 有 
X= rcos0, y= rsing. 
由 
9 
< 四 = (cos 0,sin 0)， < -= (— rsin 0,rcos 0)， 
ar 90 
得 
sp ,ap 0. 
or 90 
因此 极 坐 标 是 正 交 曲线 坐标 .这 时 ， 
= 22 本 op _- 
hh = | = 1 hs = = 
仿照 公式 (10) ,得 到 
二 ke/ 0 1 2920 
AD = r rr a 72 902 
例 2 试 写 出 V 和 人 在 柱 坐 标 系 下 的 表达 式 .… 
解 ” 柱 坐标 的 公式 是 
= rcos0, y= rsin0, z= 2. 
容易 算出 
a = (cos 0,sin 0,0), 
or 
a (— rsin 0,rcos 0,0) 
a0 二 sr 9 9 
4 (C0051>. 
QZ 


由 此 可 见 柱 坐标 是 正 交 曲线 坐标 ,并 且 
hs. = 1, hz = fs hs = 1. 
设 5 为 一 数量 函数 .由 公式 (7) ,可 知 
Do 1 9 09g 
VRE are r 022 可 Et 
按照 公式 (10) , 便 可 得 出 


AD = 


1 9 9P 1908 2 市 
(7 )+ r: 90* Wt 


™ 
SU 
~ 
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例 3 求 Laplace 算 子 在 球 坐 标 系 下 的 表达 式 . 
解 由 于 
X= rsinocosp，y=rsnosnP，z= rcosoO0， 


所 以 


2 = (sin cos ,sin Osin ,cos 0)， 


2 (reos gcos 9,rcos Osin 9, — rsin 0)， 
0 eM 

可 见 球 坐标 是 正 交 曲线 坐标 ,并 且 

hi=1, h,=r, hs = rsn0. 


代入 公式 (10) ,得 出 
1 /BD 站 六 8 古 1 92G 
A5 = yin dlsin Oar(" 37)+ 36(sin 0 90)+ sn pr)’ 
或 者 


AD = tr + 二 2 人 (si )+ 也 ey 


练 习题 13.6 


在 柱 坐 标 中 , 设 流体 的 速度 v 在 正 交 曲线 坐 标 系 下 的 分 量 为 v,,v,v;. 求 证 :这 时 的 连续 性 
方程 是 
DO 1 9COruy) 1 9(0vo) + COuz) ee 
at 天 aor 天 取信 4 
(提示 : 见 13.2 节 中 的 例 4.) 


0. 
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前 面 我 们 接触 到 的 函数 主要 是 初等 函数 ,有 相当 多 的 自然 现象 和 工程 技术 中 
的 问题 需要 用 这 些 函 数 来 描述 .但 是 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,人 们 对 自然 界 的 认识 
逐步 深化 ,发 现 有 许多 自然 现象 不 能 用 初等 函数 来 描述 ,特别 有 很 多 微分 方程 的 解 
不 能 用 初等 函数 来 表达 ,这 就 要 人 们 去 构造 一 些 新 的 函数 .4.3 节 的 例 2 中 曾经 得 
到 e* 的 一 个 表达 式 : 


2 n 
Xx Xx 党 让 
ex 三 1 十 元 十 元 十 十 一 十 一 一 一 一 
21 nl! (n+1)!” 


其 中 0 二 9 过 1, - % 二 x 二 + co .对 确定 的 x, 显 然 有 


n+l 


2 天 号 六 
ry ollab, 
所 以 
i ww ee XX oo. 
三 1+ 二 21 * ee 十 
这 样 ,我 们 就 把 e* 表示 为 无 穷 多 个 寡 函 数 
x? n 
Torri nT 


的 和 . 换 句 话说 ,上 面 无 穷 多 个 竹 函 数 的 全 加 产生 了 指数 函数 e* .这 启发 我 们 ,把 无 
穷 多 个 函数 
U1 CX) ,U2 X) LAKE) 

又 加 起 来 ,可 能 产生 新 的 函数 . 

19 世纪 上 半 叶 ,数学 家 普遍 认为 ,连续 函数 除了 一 些 特殊 的 点 外 都 是 可 微 的 ， 
他 们 不 能 想象 有 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 存在 . 1875 年 , Weierstrass( 魏 尔 斯 
特 拉 斯 ,1815 一 1897) 首 先 构 造 出 具有 上 述 性 质 的 函数 ,使 大 家 对 连续 和 可 微 的 概 
念 在 认识 上 进 了 一 步 . Weierstrass 构造 的 这 个 函数 正 是 用 无 穷 级 数 来 表达 的 .我 
们 在 14.8 节 将 要 给 出 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 ,不 过 那个 例子 不 是 由 
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Weierstrass 构造 的 ,而 是 由 van der Waerden( 范 德 瓦 尔 登 ,1903 一 1996) 在 1930 
年 构造 的 ,在 想法 上 更 直观 一 些 . 

由 此 可 见 , 无 穷 级 数 是 构造 新 函数 的 一 个 十 分 有 用 的 工具 . 当然 , 随 之 而 来 会 
有 很 多 新 闻 题 :无 穷 多 个 函数 如 何 求 和 ?如何 研究 和 函数 的 性 质 ? 要 弄 清 这 些 问 
题 ,首先 要 知道 无 穷 多 个 实数 如 何 相 加 . 


14.1 无 穷 级 数 的 基本 性 质 


定义 14.1.1 无 穷 级 数 
Par = artaste+tan te (1) 
n=1 


的 前 n 项 和 

Sn = Aa1+azs+*+ans 
称 为 这 个 级 数 的 第 n 个 部 分 和 .如 果 这 些 部 分 和 构成 的 数列 {5,} 有 有 限 的 极限 5， 
就 说 级 数 (1) 是 收敛 的 ,其 和 为 5S, 记 作 


Sa = S; 
=1 


如 果 数 列 {5,} 没 有 有 限 的 极限 ,就 说 级 数 (1) 是 发 散 的 . 
例 1 等 比 级 数 


Dgq"”=1+g+gqg + + g++. (2) 
m=0 
的 前 n 项 的 和 
B=. 
4 二 省 
当 |g| 过 1 时 ， 
1 
limS: = 二 一; 
用 -co 1—'g 


当 |g| 之 1 时 ,数列 {5,}) 发 散 ; 当 gq =1 时， 

S, = hn->+o%; 
当 g= 一 1 时 ， 
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3 的 当 n 为 偶数 时 ， 
E 1， 当 n 为 奇数 时 ， 
{5,) 也 没有 极限 . 综 上 所 述 ,等 比 级 数 (2) 当 且 仅 当 |g | 过 1 时 才 是 收敛 的 ,其 和 
J 
由 上 册 1.5 节 中 的 例 2 和 例 3, 我 们 还 知道 级 数 
S| 
当 a 之 1 时 收敛 , 当 a 过 1 时 发 散 .这 一 事实 在 下 面 的 讨论 中 经 常 要 用 到 . 
下 面 来 看 一 个 计算 无 穷 级 数 和 的 例子 . 
例 2 设 p 三 0,g 宝 0,s = p+ 9g. 计算 级 数 
= 1 
之 CB DIC + 2 


的 和 . 

解 ” 按 定义 ,有 

1 _ S117 1 1 

2 es rh 
_1., /1 1 
he | 
1 ~ 1 
~ lim (> shn—p A i 
_1 N 1 N+1 
> eg 
ee 荆 闻 1 1 
人 ge en 
EE 
BR 二 六 关 


研究 无 穷 级 数 ,一 个 最 基本 的 问题 是 判断 它 的 仇 散 性 , 只 有 在 级 数 收敛 的 情况 
下 ,讨论 它 的 求 和 问题 才 是 有 意义 的 . 下面 给 出 一 个 级 数 收 笋 的 必要 条 件 
定理 14.1.1 如 果 级 数 > oa, 收敛 ,那么 ima, = 0 


证 明 用 S, 记 级 数 的 第 n 个 部 分 和 ,5 记 它 的 和 ,那么 
Cr = Sn = il = S—S=0(n-> ). 
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这 个 简单 的 事实 可 以 用 来 判断 一 些 级 数 的 发 散 性 
例 3 ”级 数 > (- 1)" 是 发 散 的 . 这 是 因为 


an = (-1)"0 (一 oo). 


例 4 级 数 > nsin 二 发散 .这 是 因为 


让。 和 nsin 二 -1 天 0 (HS 0). 


必须 注意 ,a 一 0 仅仅 是 级 数 > a， 收敛 的 必要 条 件 , 但 并 不 是 充分 条 件 , 也 
及 三 1 


就 是 说 ,从 a 一 0 不 能 得 出 2) av 收敛 的 结论 .调和 级 数 >) 二 便 是 一 个 例子 . 
n=1 n=1 


无 穷 级 数 的 和 既然 是 有 限 和 的 极限 ,在 运算 上 当然 有 与 通常 有 限 和 相 类 似 的 
性 质 .这 里 我 们 首先 指出 的 是 线性 性 质 . 


定理 14.1.2 如 果 级 数 > ok 和 》 bk 都 收敛 ,那么 级 数 


D>) (aa + Bbi) 
k=1 
也 收敛 , 且 


WsE 


(aax + Bb:) = a Dar + BY b, (3) 
=1 
数 . 


痊 7 


这 里 a,P 是 任意 两 个 
证 明 因为 


Pan + Bbr) = a Da + >3 br 
对 任意 的 正 整 数 n 成 立 , 稚 令 n 一 % 即 得 式 (3). 
利用 收敛 级 数 的 这 个 性 质 ,可 以 计算 稍微 复杂 一 些 的 级 数 的 和 . 
例 5 求 级 数 2 全 也 -二 2 的 和 
解 已 知 等 比 级 数 


1 n=0 
所 以 
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DOP + ES 


n=0 


与 有 限 和 类 似 的 男 一 性 质 是 收敛 级 数 的 可 结合 性 . 

定理 14.1.3 设 2 ax 是 一 收敛 级 数 .如 果 把 级 数 的 项 任意 结合 而 不 改变 其 
先后 的 次 序 ,得 新 级 数 

(CQ1l 十 …' 十 nd 生 (akitl Pn ak,) 十 ws 沸 Gop 机 sal Wie 六 十 …，(4) 
这 里 正 整 数 后 Cj =1,2,…) 满 足 有 i 二 ks 一 …, 那 么 新 级 数 也 收敛 ,日 与 原 级 数 有 
相同 的 和 . 

证 明 设 原 级 数 的 部 分 和 数列 为 

SS (5) 
它 有 极限 S$. 新 级 数 (4) 的 部 分 和 数列 显然 是 
Sp » Sk Sp, 9 

它 是 数列 (5) 的 一 个 子 数列 ,因而 与 数列 (5) 有 相同 的 极限 S. 

必须 注意 ,这 个 命题 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 .也 就 是 说 ,即使 级 数 (4) 收 敛 ,也 不 
能 断言 原 级 数 一 定 收敛 .级 数 


加 全 部 = 四 二 开 二 5 


便 是 一 个 例子 :如 果 把 它 的 项 两 两 结 合 起 来 , 便 得 一 个 收敛 级 数 
(I-11)+(-1)+.=0, 


但 它 本 身 是 发 散 的 . 

但 若 对 级 数 (4) 加 上 一 些 条 件 , 定 理 14.1.3 的 逆 命 题 也 能 成 立 . 

定理 14.1.4 如 果 级 数 (4) 在 同一 括号 中 的 项 都 有 相同 的 符号 ,那么 从 级 数 
(4) 收 敛 , 便 能 推出 原 级 数 2 au 收敛 ,而 且 两 者 有 相同 的 和 . 

证 明 ” 记 级 数 (4) 的 部 分 和 为 

Ai ， As ,A, 9 
假定 limA.= $5. 由 于 级 数 (4) 的 插 号 中 的 项 都 同 号 , 故 当 由 kk,-1+1 变 到 kk， 
时 ,相应 的 原 级 数 的 部 分 和 Si 将 单调 地 在 A,-1 和 A, 之 间 变 动 , 即 
和 i 和 AA (knsi Tk kr)., 
令 k>%m, 这 时 n>% ,而 limA,= limA,-1=5, 所 以 
limS: = 58. 0 
这 个 定理 在 证 明定 理 14.5.3 时 将 用 到 . 


do9， 
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一 个 自然 的 问题 是 :如 果 任 意 改变 收敛 级 数 中 项 的 次 序 , 所 得 的 新 级 数 是 否 还 
收敛 ? 一 般 来 说 ,结论 是 否定 的 .我 们 将 在 14.5 节 中 详细 讨论 这 个 问题 . 


定理 14.1.5 在 级 数 > a 前 面 去 掉 有 限 项 或 加 上 有 限 项 ,不 影响 级 数 的 敛 
散 性 . 
证 明 从 上 述 级 数 去 掉 前 m 项 得 到 级 数 


co 


Qk = QAm+i + dm+2 + ***. 
k=m+l1 


记 


那么 


Sn— Snm= a1+a2+*+am 
是 一 个 与 n 无 关 的 常数 , 故 数列 {5,) 与 (S-。) 有 相同 的 合 散 性 ,因而 级 数 > a 
与 a4 有 相同 的 全 散 性 . 


设 2b. 是 由 2 加 上 有 限 项 后 所 得 的 级 数 ,那么 2 也 就 是 2 bn 去 
掉 有 限 项 所 得 的 级 数 .根据 上 面 的 证 明 ,两 者 有 相同 的 敛 散 性 . 0 
作为 本 节 的 结尾 ,我 们 指出 ,无穷 级 数 的 敛 散 是 通过 其 部 分 和 数列 的 敛 散 来 定 
义 的 ; 反 过 来 , 任 给 一 个 数列 {5,), 总 可 以 构造 一 个 级 数 , 使 其 部 分 和 数列 就 是 
{5,) .事实 上 ,只 要 令 
Ua1 = Ss le = 2 ds dr = Sr — Miis *, 


就 有 


dr TT dz + 34 On EE Ss 


即 {S,} 是 级 数 De 的 部 分 和 数列 .因此 判断 数列 的 敛 散 也 可 化 为 级 数 的 敛 散 问 
题 来 考虑 ,在 有 些 情况 下 ,化 为 级 数 来 考虑 还 更 方便 些 . 


练 习题 14.1 


1. 下 面 五 个 级 数 中 ,哪些 收敛 ? 哪些 发 散 ? 
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oo 


Sl 
Zn | J 
. 求 下 列 级 数 的 和 : 
i 


1 ge 
ee 


1 > 3 1 
之 京 ， 2 > 


n=0 n=2 Inn 


1 1 了 


人 /本 


. 证 明 下 列 等 式 : 


271 十 1 证 
wD t=1 


n=1 


(2) Dnt+2d-2 /n+l+Vn)= 1-y2; 
n=1 


局 n(2n+1) 加 
(3) 2 nT Fr = I 


a 1 a 1 ..,.1 
全 Sn 二 人 汪 本 + 元 ) ,其 中 m 为 正 整数 . 
。 作 一 个 无 穷 级 数 , 使 其 部 分 和 S,=l/n(n=1,2,.…). 
车 4a,， > b, 都 是 发 散 级 数 ,对 级 数 
py Eh 说 


的 敛 散 性 能 得 出 什么 结论 ? 


. 证 明 下 列 级 数 发 散 : 
= n ze 
0 (2) oD Pe 
2 i 
3) 32) 二; 4 1-—). 
(3) 思 庆 > ~ 


. 设 忆 a, 收 全 .证明 : > Cas + ev) 也 收敛 . 试 举例 说 明 其 递 命题 不 成 立 . 但 若 a。 > 0, 则 
着 命题 也 成 立 , 试 证 之 ， 


. 设 数列 { na) 与 级 数 > na, - avi) 都 收敛 .证 明 : 级 数 > a, 也 收 全 
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问题 14.1 


1. 求证 : 
3 1 = L(t ), 
1 (pn+q)(pn+qt+pr) pr\qg+p q+2p q+rp 
这 里 r 是 正 整 数 , pn + g 关 0 (n=1,2,…). 
2. 求证 : 
5 I _ 3 
< m2 一 ne 4m2” 
这 里 m 是 给 定 的 正 整 数 . 
3. 求证 : 
1 .1 1 
LD<1+F+3+" + <1. 


4. 设 as>>0,(an an+l) 为 一 个 严格 递减 的 数列 . 如 果 Da, 收敛 ,求证 : 
1 1 


5. 证 明 :存在 正常 数 尺 ,使 得 不 等 式 
， i 
Pepe 


对 任何 正 数列 {a,} 成 立 . 


14.2 下 项 级 数 的 比较 判别 法 


从 这 一 节 开 始 ,我 们 要 较为 系统 地 讨论 判断 级 数 敛 散 的 方法 . 先 讨论 正 项 级 
数 , 它 与 一 般 级 数 的 敛 散 问题 有 密切 关系 . 


如 果 对 n=1,2,…, 都 有 a, 宇 0, 就 称 级 数 > oa, 为 正 项 级 数 .例如 ,> 工 ， 


n=1 
3 去 ， 2 nsin 二 都 是 正 项 级 数 .由 于 有 了 定理 14.1.5, 只 有 有 限 个 负 项 的 级 数 
也 可 以 当成 正 项 级 数 看 待 . 
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设立 e 是 一 个 正 项 级 数 , 它 的 部 分 和 数列 {S,} 显然 是 一 个 吕 增 数列 , 据 此 立 
刻 可 得 

定理 14.2.1 正 项 级 数 a 收敛 的 充分 必要 条 件 是 其 部 分 和 数列 {S 
有 界 . 和 

证 明 “必要 性 是 显然 的 . 现 假定 {S,} 有 界 ,因为 {S, } 是 递增 数列 , 故 有 极限 ， 
因而 a 收敛 0 


n=1 


由 于 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 {5,} 是 递增 数列 , 当 它 有 界 时 ,有 有 限 的 极限 ; 当 
它 无 界 时 , 必 趋 于 + %. 因 此 正 项 级 数 只 有 两 种 可 能 :或 者 收敛 于 有 限 数 , 这 时 


2 av, 二 + %; 或 者 发 散 于 + %, 即 >) as =+ %. 


定理 14.2.1 是 判断 正 项 级 数 敛 散 的 最 基本 的 方法 ,几乎 所 有 其 他 的 判别 法 都 
由 它 导 出 . 


上 册 1.5 节 中 的 例 2 和 例 3 就 是 用 这 个 方法 判断 > 二 =+ ,> 圭一 


n=1 n=1 
+ cs (Ca 二 1) 的 , 不 过 那里 用 的 是 数列 的 语言 . 
例 1 设 ca,>0,S, =ai+…+a 证明 : 


和 


证 明 因为 > 他 是 正 项 级 数 ,根据 定理 14.2.1, 只 需 证 明 它 的 部 分 和 有 界 . 
事实 上 ,对 任意 的 正 整数 N， 有 
ps - = i ! < >» a 


N 


Es 和 


n=2 


即 其 部 分 和 有 界 , 因 而 级 数 收敛 . 
一 般 地 ,可 以 证 明 : 对 任意 的 a 二 1, 有 
之 人 < 十 co , 
当然 证 明 要 比 这 儿 困 难 (参见 问题 14.2 中 的 第 3 题 ). 
定理 14.2.1 形式 上 固然 简单 ,但 用 它 直 接 证 明 某 些 级 数 的 部 分 和 有 界 往 往 不 
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容易 .根据 定理 14.2.1 得 到 的 比较 判别 法 提供 了 一 个 判别 级 数 敛 散 的 简单 方法 : 
只 需 用 一 个 已 知 敛 散 性 的 级 数 和 要 判别 的 级 数 作 比较 便 能 得 出 结论 . 

定理 14.2.2( 比 较 判别 法 ) 设 有 两 个 正 项 级 数 和 和 > b,. 如果 从 第 和 N 


项 开始 有 不 等 式 
axz .bas 
那么 : 


(GD 车 > 收敛 , 则 1 a， 也 收 伍 ; 
Ns 发 散 ， 则 Db, 也 发 散 . 
证 明 “由 于 去 掩 级 数 的 有 限 项 不 影响 其 仇 散 性 , 故 不 妨 假定 不 等 式 a, 过 b。 


对 所 有 的 n=1,2,… 都 成 立 .分 别 用 4, 与 B, 记 了》 ai 与 >》 bi 的 部 分 和 , 则 显 
k=1 k=1 


然 有 
MB; (hs 1,2,), 


(1) 车 2 bs 二 + wm, 则 {B,) 有 界 ,因而 (A,) 也 有 界 ,所 以 2) a <<+ %，; 


(2) 车) a =+ %, 则 由 上 面 的 不 等 式 知 >) b= 
n=] n=1 


1 
VPC 十 1) 1 


而 > i 二 + o , 故 由 定理 14.2.2 知 原 级 数 收敛 . 


例 3 级 数 Dan n)“"" 收敛 .因为 当 n 充分 大 时 ,有 不 等 式 


n=2 


(ln n)r”* = se em hininm 一 = nrinn 村 有 已 2 


即 当 郊 盖 es 时 ,有 
(nn)-m" 十， 
n 
故 原 级 数 收敛 . 0 
应 用 比较 判别 法 ,就 是 运用 不 等 式 , 而 不 等 式 是 可 以 通过 极限 方法 来 建立 的 . 
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下 面 的 判别 法 比比 较 判别 法 用 起 来 方便 . 
定理 14.2.3( 比 较 判 别 法 的 极限 形式 ) 设 > a, 和》 b, 是 两 个 正 项 级 数 . 
如 果 n=1 n=1 
ea =]1, 


lim 7 = 


n—>% n 


(1) 车 0 二 /二 + %, 则 2》) a 和》)b， 同 敛 散 ; 
n=1 n=1 

(2) 车 1=0, 则 当 >)b， 收敛 时 , > ,av 也 收敛 ; 
n=1 n=1 


(3) 车 1=+ =, 则 当 了 b, 发 散 时 , > a, 也 发 散 


证 明 (1) 设 0 二 1 二 + o, 则 对 es=1/2>0, 存 在 N, 当 站 之 N 时 ,有 
|an/b, 一 1 过 1/2, 即 


1b, <a, ib,. 

若 > b， 收敛 , 则 从 上 式 右边 的 不 等 式 得 知 > ou 也 收敛 ; 若 > b。 发 散 , 则 从 上 
式 左边 的 不 等 式 得 知 > a。 也 发 散 . 因而 两 者 同 剑 散 

(2) 若 1=0, 则 对 s=1, 可 得 N, 当 nm>N 时 ,0<a/p<l, 即 wa < pb: 故 当 
忆 吕 收敛 时 ，> av 也 收 伍 

同 理 可 证 (3) 成 立 . 

4 多 | > 者? 因 ， 
例 4 级 数 2 -5 5 发散 .因为 


n+l 


V13 二 27 一 1 Vn 
故 由 三 发表 便 知 原 级 数 发 散 


例 5 研究 级 数 > (1 - cos 兰 ) 的 敛 散 性 
解 ”因为 
= 册 65 s 


数学 分 析 教 程 “) 0) 


1 -cos 之 2 
lim 2 = 与 ， 
ee 2 
n2 
所 以 不 论 x 取 什么 值 , 级 数 都 收敛 . 0 


最 后 让 我 们 回顾 7.3 节 中 用 面积 原理 建立 的 一 个 事实 (7.3 节 中 的 例 5): 
定理 14.2.4(Cauchy 积分 判别 法 ) 设 当 x 三 1 时 ,f(x) 宇 0 且 递 减 ,那么 无 


穷 级 数 Df 与 无 穷 积分 |“ f(x)dx 同 剑 散 . 
这 个 判别 法 对 某 些 级 数 特别 有 效 . 
例 6 级 数 去 当 w 盖 1 时 收敛 , 当 a 过 1 时 发 散 . 
证 明 ”函数 f(x) = 寺 满 足 定理 14.2.4 的 条 件 ,因而 原 级 数 与 无 穷 积分 | 
同 敛 散 .而 后 者 当 w>>1 kt 当 a 之 1 时 发 散 . 
例 7 讨 6 级 数 > cL _ 的 敛 散 性 . 
解 Po ee 
| 。 dx 
2 X(ClnXx)” 
同 敛 散 .容易 看 出 ,这 个 反常 积分 当 a 谤 1 时 收 伍 , 当 a 过 1 时 发 散 . 因而 原 级 数 也 
如 此 . 


”dx 
这 


练习 题 14.2 


1. 设 a,<b,Cn=1,2,…). 如 果 > D 收敛 ,能 否 断 言 > a， 也 收 全? 试 举例 说 明之 ， 
2. 用 比较 判别 法 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性: 


Ee ee 
GD 名 有 四 忆 记 ， 
(3); (4) 二 sin 2 
中 (0 > ds 

2n+1 
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富 n2+ 二 天 n+l 
(9) 2 Cn™ 一 1); dw De A/ a 


3. 若 正 项 级 数 > oa 收敛, 证明; > at 也 收敛 .但 反之 不 然 ,举例 说 明之 ， 


4. 若 > as,》)b? 收敛 , 试 证 : 
n=1 n=1 
St | nib, |。 a, 十 坟 六 
n=1 


n=1 


也 收敛 

5. 若 正 项 级 数 > a 收敛 ,证 明 :级 数 Vara 也 收敛 .举例 说 明 其 逆 命 题 不 成 立 .但 若 
4,) 是 递 碱 数列 ,由 A 加 

6. 证 明 :级 数 3 发 散 . 


人 


7. 证 明 : 级 数 》) 


pre 


8. 问 p,q 取 何 值 时 ,级 数 


发 散 . 


oo 


下 
和 2 n(lnn)? (lnlnn)’ 


收敛 ? 
9. 设 a, 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 .证 明 :对 任何 3 之 0, 级 数 nm Ya 一 + %. 当 
3 = 0 时 情况 如 何 ? 站 
10. 设 c>0,a ,二 0(7 =1,2,…). 试 证 : 
(GD 如 果 当 n>N 时 ,有 (mm 二 ) nn) 之 1+6, 那 么 2 ao 收 全 
(2) 如 果 当 n 二 N 时 ,有 (mn 二)Gn 1) -<1, 那 么 >a, 发 散 ; 


(3) (利用 上 面 的 结果 ) 


吕 


1 
之 ; (ln nDm”’ 2 3lnn 


n=2 


收 信 
1 设 总 a 是 一 个 发 表 的 正 项 级 数 . 斌 证 :了 了 4 发 淫 , 3) 4 一 


zp 


- 收敛 . 


和 


12. 设 ww>0,，>),a <+ cua>0,8>0 且 w+8>1. 证 明 ， 
n=1 


2 t+. 


nn 
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(第 9 题 是 本 题 的 特例 . ) 


问题 14.2 


. 试 证 ;级 数 忆 x" 汪 二 当 0<x<e- :时 收敛 , 当 x 之 e-! 时 发 散 


. 设 2 o, 是 一 个 发 散 的 正 项 级 数 . 问 > as， > 开放 5- 的 全 散 情况 如 何 ? 


] 十 


及 08， = > ak. 证 明 ， 
k=1 


(1) 当 a 之 1 时 ,级 数 》) 收敛 
n=1 ni 


(2) 当 a<<1 且 5S, 一 + %w 时 ,级 数 》) 发 散 . 
n=1 n 


. 设 {4,) 是 递 碱 的 正 数列 .证 明 : 级 数 > ) a, 与 2%4or 同 收敛 .利用 这 一 结果 ,证 明 : 


(1) 3 = 当 a 之 0 时 收敛 , 当 w 委 0 时 发 散 ; 


(2) SY 


i 


. 证 明 :从 调和 级 数 上 荆 中 划 去 所 有 分 母 中 含有 数字 9 的 那些 项 (例如 十, 二 ,到 | 等 ) 之 


后 ,所 得 的 新 级 数 是 收敛 的 , 且 其 和 不 超过 80. 


14.3 下 项 级 数 的 其 他 判别 法 


应 用 比较 判别 法 ,将 正 项 级 数 与 几何 级 数 比较 ,就 派生 出 下 面 两 个 常用 的 判 


别 法 . 


定理 14.3.1(Cauchy 判别 法 ) 设 3 是 一 个 正 项 级 数 . 
(1) 如 果 存 在 正 数 g 二 1, 使 得 对 充分 大 的 n ,有 
Van <q<=1, 
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那么 级 数 Se 收敛 ; 
(2) 如 果 对 无 穷 多 个 n, 有 
A 1s 


那么 级 数 Da, 发 散 . 
证 明 0) 由 于 当 A>N 时 ,有 67 之 g 二 1, 即 a 过 9", 故 由 比较 判别 法 知 
yw, 收敛 ; 
(2) 由 于 有 无 穷 多 项 都 不 小 于 1, 所 以 wm 女 0, 因 而 i 发 散 . nD 


这 个 判别 法 的 极限 形式 用 起 来 更 方便 . 
定理 14.3.2(Cauchy 判别 法 的 极限 形式 ) ” 设 对 所 有 的 n=1,2,…, 有 a, 宇 


lim sup Va, = gq,， 


(1) 当 g 过 1 时 ，》) a 收敛; 
n=1 


(2) 当 g 之 1 时 ，》)a, 发 散 ; 
=1 


(3) 当 q=1 时 ,无 法 判断 . 
证 明 (1) 由 于 9 过 1,; 可 取 e 之 0, 使 得 gq +e 二 1. 由 所 设 的 条 件 知 ,对 所 取 的 


e>0, 存 在 N, 当 n>N 时 ,有 4 过 q+e<1. 由 定理 14.3.1(1) 即 知 了 a 收敛 ， 
(2) 当 g>1 时 ,由 于 存在 (a,) 的 子 数列 {a ) ,使 得 jim5yx = 4>>1. 这 说 明 


有 无 穷 多 个 n ,使 得 Va 宇 1, 从 而 由 定理 14.3.1(2) 知 级 数 py 发 散 . 


(3) 对 级 数 2 站 和 > 去, 都 有 Jim Yar = 1 但 前 者 是 发 散 的 ,后 者 是 收 
伊 的 . | ] 

例 1 讨论 级 数 > 去 (1+ 工 )” 的 伊 散 性 . 

解 因为 
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和 hn en 。 1 1 人 -本 
lim ys = 加 到 + 天 | = 得 >1， 
所 以 原 级 数 发 散 . 
例 2 对 级 数 
和 了 
21312 313 
而 言 s Qn-1 三 1/2"35 Gzn 三 1/3*, 所 以 


,2-1 ] 1 

lim V Ad2n-1 = = lim Doan- 一 \ 厨 ? 
二 二 

ln Vi Tn n 3 3 


因而 lim supYan =1/Y2<1. 从 而 由 Cauchy 判别 法 知 原 级 数 收敛 
式 (1) 的 收敛 性 也 可 以 通过 下 面 的 方法 得 到 .因为 3 艺 和 思 对 


(1) 


冯 都 收敛 ,所 


以 由 定理 14.1.3 知 级 数 > (去 + 支 ) 也 收敛 ,再 由 定理 14.1.5, 去掉 括号 的 级 


数 即 级 数 (1) 也 收敛 . 
在 进一步 应 用 比较 判别 法 时 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 . 


引 理 14.3.1 设 {a,}),{b,}) 是 两 个 正 数列 .如 果 当 n 宇 no 时 ,有 不 等 式 


Cntl < Dbnri 
an Bb; 


那么 : 
(1) 当 >) pb 收 伊 时，> a 也 收敛 
n=1 n=1 


(2) 当 2 4a, 发散 时 ， 27 b。 也 发 散 . 
证 明 ”由 假定 知 , 当 n 宇 no 时 ,有 


Qno+l Dy a QU no+2 a bn +2 本 dn b, 


< 


9 人 ~ 9 ”9 站 
Qn, b Uno+t1 bunt Qn-1l Di 


no 


把 上 面 各 不 等 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 到 


i 网 运 


根据 比较 判别 法 ,从 > p。 收敛 即 知 > o， 收敛 ,这 就 是 (D ;从 六 
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a 发 散 , 即 知 
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oo 


之 这 就 是 (2). 


在 引 理 14.3.1 中 取 b, = g" (0 二 gq 过 1) ,就 得 到 下 面 的 D’”Alembert( 达 朗 贝 
尔 ,1717 一 1783) 判别 法 . 

定理 14.3.3(D?Alembert 判别 法 ) 设 a, 记 0 (n=1,2,…). 

(1) 如 果 存 在 正 数 gq 二 1, 使 得 当 n 宇 no 时 ,有 


2 入 4， 
那么 级 数 >) a 收敛 ; 
n=1 
(2) 如 果 当 n 宇 no 时 ,有 
ntl > 1， 
Qn 


那么 级 数 > an 发散. 


与 eh 判别 法 一 样 ， 它 的 极限 形式 用 起 来 更 方便 些 . 
定理 14.3.4(D?Alembert 判别 法 的 极限 形式 )” 设 a, 之 0 (n=1,2,…). 


Qn+l 号 = 4<1, 那 么 > an <<+ co j; 


n=1 


(2) 如 果 lim inf ees = 4 >>1, 那 么 2 as =+%; 


n=1 

(3) 如 果 q =1 或 g =1, 那 么 无 法 判断 . 
证 明 (1) 的 证 明 与 定理 14.3.2(1) 一 样 , 现 证 (2). 从 假定 知道 ,对 任意 的 二 

0, 存 在 N, 当 1N 时 ,ai/an 人 0 一 e. 现 取 。 充分 小 ,使 得 gq - s>1, 因 而 级 
数 发 散 . (3) 的 证 明 与 定理 14.3.2(3) 一 样 . 


例 3 设 xE[0,+ %). 讨 论 级 数 Di nix 的 敛 散 性 . 
解 当 x=0 时 ,级 数 显然 收敛 ， 其 和 为 0 现 设 x 二 0. 由 于 


ek 


emi ee nlx” 


所 以 级 数 对 任意 的 x 二 0 都 发 散 . 
例 4 设 xE[0,+%). 讨 i 6 级 数 >， sx” 的 敛 散 性 . 
解 当 *=0 时 , 原 级 数 显然 收敛 . 现 设 x 汪 0. 因 为 


(1) 如 来 lim 1 sup 


三 = lim(n + 1)x 三 十 %， 


a 7 


数学 分 析 教 程 CC ) 


Gn 三 xX 
lim 7 = lim OE e， 


所 以 原 级 数 当 x 之 e 时 发 散 , 当 0 二 x<e 时 收敛. 
E 不 能 像 Cauchy 判别 法 那样 ,由 


lim sup 4 


n—>% dn 


即 能 断言 > a 发 散 ? 结论 是 否定 的 .以 例 2 中 的 级 数 为 例 , 因 为 


= 1 


> C2n 1: 2 上 
lm A = lim(3) =0， 
:G2n-l 1， 1 3 a 
B= ll(s) =+", 六 
所 以 
lim sup ~ Ca =+ oo 并 
但 该 级 数 却 是 收敛 的 . 
Cauchy 判别 法 和 D 7? Alembert 判别 法 哪个 强 些 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 先 
证 明 : 


定理 14.3.5 设 {a,}) 是 任意 的 正 数 列 ,那么 
lim inf a < lim inf Ya < lim sup Yan < lim sup Sal. 


证 明 我们 只 证 明 最 右 端 的 不 等 式 , 其 他 不 等 式 的 证 法 是 一 样 的 . 设 

lim sup 0 = gq. 

如 果 gq = + % ,不 等 式 当 然 成 立 . 故 不 妨 设 9 二 + .于 是 对 任意 的 s 盖 0, 存 在 N， 
| n 宇 N 时 ,anri/an<q 十 .特别 有 


A N+1 Sn CQN+K 
一 < 二 0+sy 和 < 
UN +1 CQ N+k-1l 


这 些 不 ee 得 an+x 二 (q+e)*aw，, 或 者 
Qn TANG + e) (g++ e)", 


Van Man(qg +e) "(gqg+e). 


lim sup Van = 
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再 令 e>0, 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
从 这 个 定理 可 以 看 出 ,凡是 用 D’”Alembert 判别 法 能 判别 的 ,用 Cauchy 判别 
法 也 一 定 能 判别 ;但 反之 不 然 . 仍 以 例 2 


lim sup Ma 廊 < 1 ， 
故 用 Cauchy 判别 法 知 其 收敛 .但 由 式 (2) Se 
liminf 4 = 0, limsup Yi =+ %, 


故 用 D?Alembert 判别 法 不 能 判别 它 收敛 或 发 散 . 由 此 可 见 , Cauchy 判别 法 比 
D?Alembert 判别 法 适用 的 面 要 宽 些 ,但 在 有 些 场合 中 ,使 用 D’”Alembert 判别 法 
要 方便 些 . 

但 总 的 来 说 ,这 两 个 判别 法 的 适用 面 都 不 算 宽 ,原因 是 它们 只 能 判别 一 些 比 几 


何 级 数 收敛 得 还 快 的 级 数 .我 们 这 里 说 的 2 a 比 之 | b， 收敛 得 快 ,是 指 


3 
IS 
= 3 


成 立 .例如 , 当 0<=q<1,a>1,B>1 时 , > 9" 比 > 二 收敛 得 快 ,而 > 二 又 比 
之 


3 pr n 


nllnn)® 收敛 得 快 . 


可 以 证 明 ( 参 见 问 题 14.3 中 的 第 2 题 ) ,如 果 级 数 > ' a， 满足 条 件 
n=1 


2 =g 二 1 或 limsup Va, = gg 二 1， 
则 对 任意 的 r+ (g 二 r 二 1) ,有 


这 就 是 说 ， 3) a， 比 几何 级 数 > r" 收敛 得 快 . 因此 ,如 果 某 个 级 数 比 几何 级 数 收 
化 得 慢 , 这 两 个 判别 法 就 都 失效 了 ,我 们 必须 寻 拷 更 精细 的 判别 法 . 

现在 把 > as 和 收 化 得 较 慢 的 级 数 >) -Ce > 1) 作 比较 .根据 引 理 14.3.1， 
如 果 
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1 
a 二 2 (4),， 
ne 


那么 > a, 收敛 . 上面 的 不 等 式 可 以 改写 为 


人 2 (1 hs 


即 


两 边 再 乘 以 n ,得 


ne 1)> 


当 1 -co 时 ,右边 趋 于 aw 之 1. 由 此 看 来 ,如 果 当 n>no 时 ,有 不 等 式 
n( En -1 


Qn+l 


就 能 断言 a 收敛 . 由 此 引导 出 Raabe( 拉 比 ,1801~1859) 判 别 法 . 


定理 14.3.6(Raabe 判别 法 ) 设 a, 记 0 (n=1,2,…). 
(1) 如 果 存 在 7 盖 1, 使 得 当 呈 之 mo 时 ,有 


本 (二 -1 入 (3) 


那么 级 数 > av 收 全 
(2) 如 果 对 充分 大 的 n ,有 
We 下 1 (4) 


那么 级 数 >》) a， 发 散 . 
n=1 
证 明 (1) 取 实 数 c, 使 得 "> 盖 c 盖 1. 由 于 


=0I<7， 
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故 对 充分 大 的 n, 有 


(1+ 二 ) 二 1+ 工 
由 式 (3) ,得 
CQn 党 NN 
人 a n ) ， 
即 
1 
ntl, 二 - (n+1)° 
Un 1 
n 
由 引 理 14.3.1 即 知 > ya 收敛. 
n=1 
(2) 由 式 (4) ,得 
Qn 志和 相近 和 n+l 
Qin n n 
即 
| 
Qn+l 及 -小 二 并 
an a 1 
n 


由 于 > 十 发 散 , 故 由 引 理 14.3.1 知 > a, 发散 . 
与 前 面 的 两 个 判别 法 一 样 ,在 实际 应 用 时 ,往往 用 它 的 极限 形式 ， 
定理 14.3.7 设 正 数 列 (a,} 满 足 


或 


那么 , 当 /人 > 时 ， 半 au 收敛 ; 当 1 过 1 时， ou 发 散 ; 当 1=1 时 ,无 法 判断 


证 明 留 作 练习 . 
下 面 给 出 1=1 时 无 法 判断 的 例子 . 


为 此 , 先 证 明 对 任何 实数 a, 有 等 式 
a i 


i = 3 La a 5) 
事实 上 ,有 
中 二 二 生计 | 
lInn lInn 
=1+ 守 -In (1+ 址 ) 
= 1+) 
Lt slama) (n> %) 
因此 


n+1(mnt Do (I+)(1+ a + ol( 1 )) 


n lInn nlnn 


a rr 


1 
现 取 av = n(nn)e° 


式 (5) , 即 得 


.已 知 当 a 之 1 时, 了 a, 二 + %; 当 a 过 1 时 ,2》)a = %. 但 由 
n=2 n=1 


n (2 -1)= n(n) 1) 


Untl 用 lInn 


na 人 (7 a 


a 下 
= > (n> %). 
这 就 说 明 当 1=1 时 ,Raabe 判别 法 无 效 . 
例 5 设 >0. 证 明 :级 数 > (7 


加 加 (站 = 2 De n+ 
0 ’ n nl . 


收敛 ,这 里 


证 明 因为 


=] (n— %), 


(IH|()|= te=al 


所 以 由 D’”Alembert 判别 法 不 能 判断 它 的 敛 散 性 .现在 用 Raabe 判别 法 .因为 
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| 人] 了 = 人 二- 
te 1l+a>l, 


所 以 D1()|<+ oo. 


14.5 节 中 的 例 3 将 要 用 到 这 一 结 
例 6 设 p>0,9qg>0. 当 Pp,9g 取 何 值 时 ,级 数 
有 pl(p+1):…(p+n-1) 1 


nl ng 


收敛 ? 

解 ”用 Raabe 判别 法 .因为 
an _ n+l 1 \? 1 一 也 9 1 
> + | i tw 

=1+4 + +o(i) 11 q+ P+o(i), 
n n+p 用 n n 
所 以 原 级 数 当 q 放 p 时 收敛 , 当 gq 二 p 时 发 散 , 当 9 = p 时 无 法 判断 . 
例 7 研究 超 几何 级 数 
ea 人 (ae+1)…Ca+ 于 一 1)8C8+1)…(8+ 灵 一 1]1) 
Fla,B,y,x) = 1+ 2 nyOy Cy Fn 1 Xx 
的 收敛 性 ,这 里 a,B,y,x 都 是 正 数 . 
解 ” 因 为 


n 


Cn 1 (Cao+n)(B+n). 
um an ein (Iin)(y tn)™ 站 


故 由 D?Alembert 判别 法 知 , 当 x 过 1 时 原 级 数 收敛 ; 当 x 盖 1 时 原 级 数 发 散 . 当 > 
=1 时 ,由 D’”Alembert 判别 法 不 能 判断 .用 Raabe 判别 法 :因为 
i 
=l1+y-PpP-ea, 
故 当 y 六 8+ a 时 原 级 数 收敛 , 当 y 二 86 + a 时 原 级 数 发 散 . 当 y=a+B 时 ,由 
Raabe 判别 法 也 无 法 判断 ,这 时 必须 用 更 精细 的 判别 法 来 判断 . 
定理 14.3.8(Gauss 判别 法 ) ” 设 正 数 列 {a, } 满 足 条 件 


9 


lim(n 


ke + ol( ) (1 -> %). 
Qntl n nlnn nlnn 


(6) 


到 本 多 办 过 
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那么 , 当 B>1 时 ， 级 数 a 收敛 ; 当 B 二 1 时 ， 级 数 a 发 散 . 


证 明 先 设 B 二 1， 取 w 使 得 8>c1. 由 式 (6) 和 式 (5)， 可 得 
th n+l/ln(n+1)\* Ap- 1 
al 玫 ( Inn ) (i 


1 


=———(B-a+o()). 


nlnn 
因为 Ba ,所 以 当 n>no 时 , 式 (7) 取 正 值 ， 即 当 n>no 时 ,有 
An n+i+l/ln(n+1)\” 
> ( Ws 


1 n lInn 
由 此 即 得 
1 
gt < (n+1)(ln (n+1))° 
an 1 
nl(ln n)°® 
因而 人 收敛 . 


现 设 6 二 1. 在 式 (7) 中 取 a=1, 那 么 式 (7) 的 右边 取 负 值 , 即 


人 n+lln(n+1) 


二 
ntl n lInn 
由 此 即 得 
1 
A ntl 一 (n+1)ln(n+1) 
Qn 1 
nlnn 


例 8 “现在 研究 例 7 中 y=a+8 的 情形 .容易 证 明 ,这 时 有 


-ma = 工 二 二 + ol( 1 下 
六 元 全 nlnn 
这 相当 于 Gauss 判别 法 中 B=0 的 全 党 ,因而 原 如 多 发 堆 


(7) 


0 


在 Gauss 判别 法 中 ,如 果 B=1， ea 


找 更 精细 的 判别 法 .为 此 ,我 们 要 把 级 数 Ya, 同比 > is rs 


收敛 得 更 慢 的 级 


数 作 比 较 . 人们 自然 想到 ,如 果 把 级 数 py an 同 某 个 收敛 得 “最 慢 ” 的 级 数 作 比 较 ， 
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这 样 得 到 的 判别 法 当然 是 最 有 效 的 了 .但 事实 上 ,这 种 收敛 得 “最 慢 ? 的 级 数 是 不 存 
在 的 ( 见 问题 14.3 中 的 第 3 题 ). 因而 ,利用 与 一 个 已 知 的 级 数 作 比较 ,来 建立 能 判 
断 一 切 级 数 敛 散 性 的 “万 能 ”判别 法 是 不 存在 的 .不 过 上 面 介绍 的 这 些 判别 法 ,对 一 
般 的 级 数 已 经 足够 用 了 . 


练习 题 14.3 


1. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
2. = 2 
(1) Dntan =; (2) 2 Cs 
n=1 2" n=1 3 
> ns n ns 二 I . 
(3) 之 Sr CT 之 汪 二 9 
+(1/n) 


S， 六 
5 > 0 6 一 -(X 之 0); 
人 ee ) 之 7 之 03 


n=1 


一 歼 下 有 Inn 
(7) > (Basi)s (8) 和 2 nny 
2. 利用 Raabe 判别 法 ,讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
Vnl 
ze De ‘(a+Vn) 


nln? 
(2) > i (p>0,g>0). 


3. 证 明定 理 14.3.5 中 最 左 端 的 不 等 式 . 
4. 证 明定 理 14.3.7. 
5. 利用 Gauss 判别 法 ,判别 例 6 中 的 级 数 当 p= q 时 的 敛 散 性 . 


(a > 0); 


问题 14.3 


1. 设 > ,是 一 个 正 项 级 数 .如 果 存在 正 数 " 和 有 ,使 得 o, - av 之 Ba?*, 那 么 了 a, 一 
+ eco ,而且 


>ya = O(Ca) (N—> %). 
n=N 


2. 设 > ao, 是 一 个 正 项 级 数 .如 果 


a =g 二 1 或 limsup Va, = gq 三 1， 
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那么 对 任意 的 rE(q,1), 有 lim 信 =0. 


3. 设 27&, 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 . 试 作 一 个 收敛 的 正 项 级 数 >,5,, 使 得 lim 天 一 0. 


14.4 任意 项 级 数 


所 谓 任意 项 级 数 >) g,, 是 指 a 可 正 可 负 , 例 如 级 数 
n=1 


3 Ey by 2 y 吉 sin nx. 
内 三 了 4 


n n=1 也 m=1 
因为 级 数 的 收 全 等 价 于 它 的 部 分 和 数列 的 收 化 ,利用 数列 的 Cauchy 收敛 原 
理 , 立 刻 得 到 : 
定理 14.4. 1(Cauchy 收敛 原理 ) 级 数 > av 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任 
意 的 es>0, 存 在 正 整数 N, 当 m>N 时， 
| ga + oF gprs | 
对 一 切 正 整数 p 成 立 . 
这 个 定理 告诉 我 们 ,就 收敛 级 数 而 言 ,对 事先 给 定 的 任意 正 数 6, 在 充分 多 项 
之 后 任意 截取 一 段 (不 论 这 一 段 有 多 少 项 ) , 它 的 绝对 值 可 以 小 于 s. 
例 1 设 {a,} 是 递减 的 正 数列 .如 果 a。 收 收敛 ,那么 必 有 lim nav =0. 
证 明 根据 Cauchy 收敛 原理 ， 对 任意 的 < 过 0, 存 在 正 整数 N, 当 7>N 时 ， 
| 全 nt 十 as + py [地 EL 
对 任意 的 正 整数 p 成 立 . 现 取 p=n, 且 因 {a,}) 是 递减 的 正 数列 , 故 当 nN 时 ,由 
式 (1) ,可 得 
2nazn an +…+an) < e. (2) 
又 因为 


(2n 让 1) azni < 2nazn 十 CQ2mn+l 一 0 (n co )， 


所 以 由 式 (1) 和 式 (2) 即 得 limna, =0. 
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注意 例 1 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 即 若 {a,} 是 递减 的 正 数列 , 且 limna。=0, 则 


未 必 有 > au, 一 + = .最 简单 的 例子 是 wy = -二 , 它 满足 递 碱 有 limna,= 0 的 


nlnn 
条 件 ,但 了 -十 是 发 散 的 ， 


Cauchy 收敛 原理 是 一 个 普遍 的 原则 , 它 适用 于 一 切 级 数 ,而 不 考虑 某 些 级 数 
的 特殊 规律 . 正 因为 如 此 ,用 它 去 判别 某 些 具体 级 数 的 敛 散 性 并 不 方便 . 因此 ,我 们 
必须 针对 某 些 级 数 的 特殊 规律 给 出 相应 的 判别 法 .前 面 关 于 正 项 级 数 的 许多 判别 
法 就 是 按照 “ 正 项 ”这 个 条 件 来 设计 的 . 

现在 讨论 任意 项 级 数 中 较为 特殊 的 一 种 一 一 交错 级 数 . 它 的 项 正 负 交错 地 出 
现 ,例如 


Sy 1 ,1 ] 
ee 


我 们 把 一 般 交 铺 级 数 记 为 
| Di Tea， = a1—-as+as— a4t+", 
其 中 a>00n 一 1,2,…). 对 这 种 级 数 ,有 一 个 简单 的 收敛 判别 法 . 
定理 14.4.2(Leibniz 判别 法 ) ”如 果 {a,) 递减 趋 于 0, 那么 交错 级 数 
SVT- 1) ”an 收敛. 


我 们 把 满足 上 述 条 件 的 交错 级 数 称 为 Leibniz 级 数 . 
证 明 用 5S; 记 交 错 级 数 的 部 分 和 .由 于 {a,} 递 减 ,azn-1 一 4azn 宇 0, 所 以 
S2n = S2n2 + (dz2n-1 — AQ2n) 之 92n-2， 
这 说 明 {52,} 是 一 个 递增 的 数列 ;又 因为 
Sz = 1 = Gaz = .08) = "= (on = Un) = .don SC Ms (3) 
即 {S2) 有 上 界 , 所 以 452} 是 一 个 收敛 数列 , 记 其 极限 为 5S. 于 是 
S2nt1 = Son + dnt > (n> %), 


这 里 用 到 了 条 件 4, 0Cn~ %). 既然 (5,) 的 偶数 项 子 列 {52,) 和 奇数 项 子 列 
(Soa41} 有 相同 的 极限 5, 所 以 {5S,) 也 以 5 为 极限 , 即 > (- Da 收敛 
Leibniz 判别 法 告诉 我 们 ,Leibniz 级 数 是 收 熏 级 数 .容易 知道 级 数 

De Dm 十 ， 3 D" 下 
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都 是 Leibniz 级 数 ,因而 都 是 收 钱 的 . 

设 24(- .Dan 是 一 个 Leibniz 级 数 ,其 和 为 8. 若 用 S, 代 蔡 $, 其 误差 不 超 
过 第 n+1 项 的 绝对 值 , 即 |$, -3 和 过 asia 事实 上 ,由 于 {S2， } 递 增 趋 于 5, 而 

Sont1 = S2n1 — (dzn — dQ2nt1) SZ Soni, 
即 {S2,11) 递 减 趋 于 5, 所 以 不 论 n 是 奇数 还 是 偶数 ,都 有 
| 8S; = B31! SS | Wins 

这 个 结论 在 误差 估计 时 很 有 用 . 

因为 52, 宇 $s 宇 0, 所 以 >0. 又 若 在 式 (3) 的 左边 令 n 一 %, 即 得 5S 过 ai. 这 就 
是 说 ,Leibniz 级 数 的 和 是 一 个 不 超过 它 首 项 之 值 的 非 负数 . 

引 理 14.4.1(Abel( 阿 贝尔 ,1802 一 1829) 分 部 求 和 公式 ) 设 {ax),{bi) 是 两 
列 实数 , 则 对 任意 的 正 整 数 n ,有 


n 1 
2 abs = Dy Bt he Dari) tt Sbr, (4) 
k=1 k=1 
k 
这 里 Sk = Sa 
证 明 记 oo 三 0， 那么 Zaxr= Si.— SriC(k=1, 2,…,n). 于 是 


3 P10, ~ Sy by = Ea > br 一 DY-i be 
k=1 


三 DRA 年 号 Sb 三 到 Se 人 = bpd + Sb 
=1 
如 果 记 ASk 和 Si=akyAp = 三 biri 一 br ,那么 式 (4) 可 写成 


jm 


3 bi AS¢ = Sibx ~- SeAbr. 


这 个 形式 与 分 部 积分 公式 很 相似 ， 所 以 式 (4) 称 为 分 部 求 和 公式 . 
从 分 部 求 和 公式 可 以 推出 一 个 重要 的 引 理 . 
引 理 14.4.2(Abel 引 理 ) 设 bl 宇 b; 宇 … 宇 b， 或 bb;<…b, ; 记 Si 一 


大 
> a. 如 果 | Sk | 过 MCk = 1,2,…,n), 那 么 


{=1 
| Darbi|< Md bl|+2|b,: |); 
k=1 

证 明 ”由 分 部 求 和 公式 ,得 
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| Stak | 一 [Sg = Dypry) FSnbs 
k=1 k=1 


二 | Se || bx— bx |+| S, || b, | 


M(>) | bx — brri |+| 5b; |) 


k=1 
= M(| bi—b, |+|b, |) 
<M(|bi|+2|b, |). 
利用 Abel 引 理 便 可 证 明 : 


定理 14.4.3(Dirichlet 判别 法 ) 设 ! 
们 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(a) (bx) 单调 趋 于 0; 

(b) {Si} 有 界 . 


那么 级 数 Darbs 收 全， 


k 
ar }, {bx} 是 两 个 数列 , S. = > ai, 它 
t=1 


证 明 我 们 用 Cauchy 收敛 原理 证 明 DY ab, 收敛 . 设 |1S | 三 M(k=1， 
…) .于 是 对 任意 的 正 整 数 n 和 pp， 以 及 满足 条 件 n+1 达 m 过 n+p 的 m, 有 


[Bal = [Da = Da |<2m. 
由 于 {bx} 是 单调 的 , 故 由 Abel 引 理 ,得 


n+p 
| Darbi |<2M ban |+2| ba |) 
k=n+l1 


(5) 
因为 b, 一 0(n 一 %), 故 对 e 记 0, 存 在 N, 当 n 这 NN 时， 
-Ee Ee = A 
| Pan+l | 到 还 8M | Dnitp 4 8M (p 1 2， hs 
n+p oo 
代入 式 (5), 即 得 | > akbk| 一 es, 所以》 axbx 收敛 ， 0 
k=n+1 k=1 


如 果 在 上 面 的 级 数 中 取 ak = (一 1)* ,那么 
| Si =la+a+…+awk| 委 1， 


故 当 {bx } 递减 趋 于 0 时 ,级 数 3 1 和 px 收敛 .这 就 是 前 面 已 经 证 明 过 的 


Leibniz 判别 法 . 可见 Leibniz 判 别 法 只 1 是 Dirichlet 判别 法 在 ok = (一 1)*-1 时 的 
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特殊 情形 . 
定理 14.4.4(Abel 判别 法 ) 设 {ai},{bx) 满 足以 下 两 个 条 件 : 
(a) (bx) 单调 有 界 ; 


(b) SN 收敛 . 


那么 级 数 > axbs 收 全 
证 明 ”因为 {bx } 单 调 有 界 , 故 有 极限 5. 于 是 {b - b} 单 调 趋 于 0. 又 因为 
{ ai} 有 界 , 故 由 Dirichlet 判别 法 知 级 数 > ak Cb- b) 收敛 , 因而 


ab 一 yt pt ww b) 站 Bg 
k=1 k=1 k=1 
收敛 . D 
以 上 两 个 判别 法 的 条 件 互 有 强 弱 ; Dirichlet 判别 法 中 { bi) 单调 趋 于 0 的 条 
件 比 Abel 判别 法 中 { bi) 单调 有 界 强 ;而 (Si) 有 界 的 条 件 则 比 Abel 判别 法 中 
S14a, 收敛 的 条 件 弱 .因此 ,在 使 用 时 究竟 哪个 判别 法 较 好 ,要 针对 具体 问题 作 
k=1 
具体 分 析 . 
例 2 研究 级 数 S93 中 的 全 散 性 . 
解 ” 这 个 级 数 既 不 是 正 项 级 数 ,又 不 是 交错 级 数 .车 令 b=1/n, 则 b, 递减 
趋 于 0. 因此 若 能 证 明 
| eo nx|<M CN = 1,2……)， 
那么 由 Dirichlet 判别 法 即 知 该 级 数 收敛 .事实 上 , 当 x 关 2kx 时 ,有 
sin (N+ 去 )x -sin 却 
2sin 六 sin 雪 | 
因此 ,只 要 x 不 是 2x 的 整数 倍 ,上 面 的 和 式 便 有 界 . 所以, 原 级 数 当 x 尖 2Kx 
(KK= 0, 二 1,…) 时 收敛 ; 当 x= 2Kx 时 , 原 级 数 就 变 成 调和 级 数 》) 上 ,所 以 是 发 
散 的 . 
注意 类 似 于 不 等 式 (6) ,还 有 
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N cosE -cos { N + 1 Xx 
| Dsin nx | = 3 ( 2) < 1 (x 天 2Kr) 
n=1 2sin 广 : sin 六 


这 一 对 不 等 式 在 有 关 问 题 的 讨论 中 颇 为 有 用 
例 3 研究 级 数 > cos3n (1 + 二) 的 化 艇 性 ， 


解 由 例 2 知 级 数 > sos32 收敛 ,而 数列 | (1+ 十) 递增 趋 于 e, 因而 有 
界 .根据 Abel 判别 法 , 原 级 数 收 全 0 

例 4 研究 级 数 (1D"! sina 的 八 散 性 . 

解 ” 因为 sin n = 去 (1 一 cos 27) , 故 若 能 证 明 


Se te D"! S02n 


都 收敛 ， 那么 原 级 数 收 全 由 Leibniz 判别 法 知 第 一 个 级 数 收 敛 .由 于 


n COS2Nn _ COS (2n + nn) _ COS n(2+ DD, 
> 1 n -> n = > n 


故 由 例 2 知 它 也 是 收敛 级 数 . 因而 原 级 数 收 化 0 
例 4 中 的 级 数 是 一 个 交错 级 数 , 这 时 av = Sm 呈 非 单调 地 趋 于 0， 这 说 明 在 


Leibniz 判别 法 中 ,{av } 单 调 地 趋 于 0 的 “单调 ”并 不 是 必要 的 . 


练 习题 14.4 


1. 利用 ee 收敛 原理 ,讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
D3 Fi (2) > 2， 


cosnl ~ acosn+ bsinn 
3) > n(nt+1)” 人 2 n(n+sinn!l) 


2. 试 利用 Cauchy 收敛 原理 ,证 明 交 错 级 数 的 Leibniz 判别 法 . (提示 : 证 明 


| 3 vein, | gs) 
3. 设 a,<en<ba(n=1,2,…). 如 果 >)a,，》2b, 都 是 收敛 级 数 ,证 明 ; > c, 也 收敛 .如 
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果 2 b 都 发 散 ,结论 如 何 ? 


4. 在 交错 级 数 的 Leibniz 判别 法 中 ,如 果 去 掉 {a,} 递 减 这 个 条 件 ,结论 可 能 不 成 立 . 试 以 下 
例 说 明之 : 
C= 1 1 1 1 1 


n=3 n+l 量 < 2-—1 V2+1 -A= V3++1 
2 | + (CD 
5. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
(1) 人 D - A (2) D-DD", 
n=1 Vn 
(BY Y= Disin 二 ; (GD) 2 和 二 
n=1 n=1 


6. 设 {a,} 递 减 趋 于 0. 讨 论 级 数 
上 Aan,COS Nx, py anSin nx 


官渡 闻 


的 人 散 性 . 
7. 设 a, 是 一 个 收敛 级 数 .如 果 lim 和 = 1 ,能 否 断 言 > b, 也 是 收敛 级 数 ?请 研究 级 数 


SE 
和 Vn >( Vn + 让 


8. 设 > o, 收敛 .证 明 ， 


.QI 十 20s 十 … 十 1 
lim Oo— 
Lm n 


(提示 :用 Abel 分 部 求 和 公式 .) 
9. 证 明 , 如 果 级 数 各 收 敏 ,那么 对 任意 的 8>a, 级 数 > 4 也 收 伊 


10. 设 级 数 2 a 的 通 项 递减 趋 于 0,p 是 任意 固定 的 正 整数 .证 明 : 级 数 
Wy tw a a = Mp Qzp + Gd2pr1 十 … 十 Cap 一 
是 收敛 的 . (提示 :用 Leibniz 判别 法 .) 
11. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


(1) Dsin (x Vn 十 工 ); 


(2) 2 + 去 + ee 


#=1 


12. 设 a 这 0. 证 明 : 如 果 
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Un 


limn ( =1)= > 


那么 交错 级 数 > (- D"ia, 收 化 
问 题 14.4 


. 设 {a,} 是 一 个 正 数 列 .如 果 对 0 二 a 二 1, 有 


Qn 


=1)= 1 


limn®" ( 
CE 


n+l 


或 极限 是 + % ,证 明 : 对 任意 的 正 整 数 ， > Ne 


. 设 ao 二 0,b 二 0. 利 用 Raabe 判别 法 ,证 明 : 当 b 一 1 之 a 时 ,级 数 


a(l(at+l)(a+n—1) 
Lt Tn 


收 化 ,其 和 为 二. 当 5 一 1<a 时 ,收敛 情况 如 何 ? 


. 设 {a,) 是 一 个 递增 的 正 数列 .证 明 : 级 数 了 (各 2 - 1 ) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 {a,) 
有 界 . 

. 证 明 ; 级 数 > 《二 12” 收 伍 ， 
. 试 作 一 个 收 伍 级 数 了 a, 使得》 as 发散. 
. 设 {p,} 递 减 趋 于 0, 且 > ) aup, 收敛 .证 明 ， 


lim(ai +*+t+ an)b;: = 0. 


. 设 (45,) 是 递增 的 趋 于 + 吕 的 正 数列 .如 果 > a 收敛 , 试 证 ， 


,abi+asbs+.…+anb 
lim lw 202 nn 一 
Nn-—»% b, 


注意 : 若 令 b, = n ,就 得 到 练习 题 14.4 中 第 8 题 的 结论 . 


0. 


Qi 十 202 十 十 1MQn 


b, = n(n+1) 


9 


那么 2 5 也 收敛, 且 > bp = > oa 


n=1 n=] 


v L687 = 


14.5 绝对 收敛 和 条 件 收 敛 


前 面 我 们 介绍 了 任意 项 级 数 的 两 个 重要 判别 法 ,但 对 某 些 变 号 级 数 来 说 ,可 以 
用 更 简单 的 方法 判定 它 收敛 .例如 ,级 数 > DTV 十 各 项 的 符号 变化 规律 并 


不 容易 掌握 ,但 若干 脆 让 每 一 项 都 取 绝 对 值 , 便 得 一 个 收敛 级 数 3 .问题 是 ， 


从 | an | 收敛 能 否 推 出 2 收敛 ? 结论 是 肯定 的 ,这 实际 上 是 Cauchy 收敛 
原理 的 一 个 简单 的 推论 


定理 14.5.1 如 果 > | an | 收敛 ,那么 >, a， 也 收敛 . 


证 明 因为 > | a, | 收敛 ,根据 Cauchy 收敛 原理 ,对 任意 的 >0, 存 在 N， 
n=1 


当 n 之 NN 时 ， 
| wn [$74| npry | (1) 
对 任意 的 正 整数 p 成 立 . 于 是 由 式 (1) 知 , 当 交 >N 时 ,不 等 式 


| Un+tl i Untp Eq Qntl Bs 和 十 | Untp | 

对 任意 的 正 整数 p 成 立 , 因 而 > av 收敛 . 
由 定理 14.5.1, 易 知 级 数 
> (= CC 


3/n 
9 


SA CoOS Nx SSsin nx 
都 是 收敛 的 . 
但 是 必须 注意 ,定理 14.5.1 的 道 命 题 是 不 成 立 的 , 即 从 Da, 收敛 不 能 断 


定 忆 | a, | 收 全 .级 数 了 (- 1)" 二 便 是 这 样 的 例子 
由 此 可 见 , 所 有 收敛 的 变 号 级 数 可 以 分 成 两 类 :一 类 是 > av 收敛 , 2 | a, | 
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也 收敛 ; 男 一 类 是 3 收敛 ， > | av | 发 散 .我 们 把 前 一 类 级 数 叫做 绝对 收敛 级 


数 ,后 一 类 叫做 条 件 收 化 级 数 . 
例如 ,上 面 的 三 个 级 数 都 是 绝对 收敛 级 数 ,而 


a 
之 (一 了 ) bp Dy 和 
是 条 件 收 敛 级 数 . 
例 1 证 明 :级 数 (1 Sn 条 件 收敛 . 
证 明 这 个 级 数 的 收 生性 已 在 14 4 节 的 例 4 中 证 明 过 .现在 证 明 
— 1)" sinn = C9) 


n=1 


发 散 . 如 果 式 (2 收敛, 则 因 > cos2n 收 合 , 故 


1 1 ~ 
> > 2 


也 收敛 ,这 显然 不 成 立 . 因而 > 加 发散. 


绝对 收敛 级 数 和 条 件 收敛 级 数 有 十 分 显著 的 差别 . 

大 家 知道 ,有 限 个 数 相 加 时 ,被 加 项 可 以 任意 交换 次 序 而 不 影响 其 和 .无 限 多 
个 数 相 加 时 ,情况 就 不 同 了 . 当然 ,如 果 只 交换 级 数 中 有 限 多 项 的 次 序 , 那 么 既 不 会 
改变 级 数 的 收敛 性 ,也 不 会 改变 它 的 和 .但 奉 交 换 级 数 中 无 穷 多 项 的 次 序 , 在 级 数 
是 条 件 收敛 的 情况 下 ,就 有 可 能 改变 级 数 的 和 ,其 至 使 其 发 散 .而 绝对 收敛 级 数 则 
可 以 任意 改变 其 项 的 次 序 而 不 影响 级 数 的 绝对 收敛 性 ,也 不 改变 其 和 . 

定理 14.5.2 交换 绝对 收敛 级 数 中 无 穷 多 项 的 次 序 , 所 得 的 新 级 数 仍然 绝对 
收敛 ,其 和 也 不 变 . 

证 明 我们 把 证 明 分 为 两 步 . 


(a) 设 a 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ,交换 其 中 无 穷 多 项 的 次 序 所 得 的 新 级 


数 记 为 2 b， . 易 知 ,一 方面 ,新 级 数 的 任何 一 一 个 部 分 和 b, 部 是 从 a 中 挑选 
出 某 些 有 限 项 构成 的 和 ， 因而 
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从 而 级 数 >, b， 收敛 , 且 有 
n=1 
Eb Yi (3) 
n=1 n=1 


另 一 方面 ,我 们 也 可 把 > a, 看 成 是 由 > b, 经 交换 项 的 次 序 后 得 到 的 新 级 数 , 因 
而 有 


M4 


0 bi (4) 
n=1 


3 
| 
5 


综合 式 (3) 和 式 (4) , 即 得 > a = 2 b，. 这 就 证 明了 命题 对 正 项 级 数 成 立 . 


(b) 设 Da, 是 一 个 变 号 的 绝对 收敛 级 数 . 记 


n=1 


| wi | wn a 二 a 
an = 人 (n= 1,2，…)， (5) 


即 
a tn S05 hi au < 二 0， 
加 0 ai<0, ” lb, a, > 0. 
因此 Dia, Pa; 是 两 个 正 项 级 数 ,前 者 是 由 原 级 数 中 的 正 项 和 零 组 成 的 级 数 ， 


后 者 是 由 负 项 的 绝对 值 和 零 组 成 的 级 数 . 由 式 (5) ,可 得 
0ai | a | OE) an |; 


| a | 二 Wn 训 二 二 从 


由 2 | as | 过 + = , 即 知 2 at; 和 》 ai 都 收敛 ,是 


So Dey Sha. (6) 
设 改变 Da, 中 无 穷 多 项 次 序 所 得 的 新 级 数 为 >， 5 ,那么 显然 了 bt 和 Db; 分 


别 是 由 a; 和 ai 改变 项 的 次 序 得 来 的 . 由 于 》) a; 和 >) a; 都 是 收敛 的 正 项 
级 数 ， 上 由 (a) 的 证 明 过 程 ， 得 知 
3312 3 bs = es (7) 
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由 |b,|= bx +b5, 即 知 之 ， b， 绝对 收敛 ,并 且 


DD (8) 
由 式 (6) 一 (8) , 即 得 
Da = Db. 0 
从 式 (5) 可 以 看 出 ,如 果 Da, 条 件 收敛 ,那么 
Da = Das 一 - 8 


这 是 条 件 收 仇 级 数 与 绝对 收 仇 级 数 最 大 的 不 同 之 处 ， 一 事实 出 发 ， 
Riemann 证 明了 下 面 关 于 条 件 收敛 级 数 的 一 个 非常 深刻 的 结 


定理 14.5.3(Riemann 定理 ) 若 级 数 > an 条 件 收敛, 则 适当 交换 各 项 的 次 
序 , 可 使 其 收敛 到 任 一 事先 指定 的 实数 5， 也 可 以 使 其 发 散 到 + % 或 -x. 
证 明 分 两 种 情形 来 讨论 . 


(a) 不 妨 假定 S 二 0. 因为 a, 条 件 收敛 ,所 以 


> CQ 和 dn 三 十 co . 

为 了 使 级 数 的 和 为 5， 我 们 这 样 来 安排 级 数 中 项 的 次 序 ， 按照 级 数 原来 的 次 
序 , 把 它 的 正 项 取出 来 ,只 要 它们 的 和 还 不 大 于 3$ ,就 一 直 取 下 去 ,直到 这 些 项 的 和 
刚刚 大 于 $ 为 止 .接着 就 取 级 数 的 负 项 (按照 它们 原来 的 次 序 ) ,我 们 又 可 取得 足够 
多 的 负 项 ,使 得 整个 和 刚好 小 于 $ 为 止 .然后 再 按 原来 的 次 序 把 剩 下 的 正 项 依次 取 
出 来 ,直到 整个 和 刚好 大 于 $ 为 止 .这 个 过 程 无 休止 地 进行 下 去 .把 上 面 这 个 过 程 
用 符号 表示 出 来 ,就 是 先 按 次 序 选取 ki 个 正 项 ,使 得 


K1 一 1 k] 
BE 
并 了 = 

由 此 可 得 


kl 
0< > -a 
j=1 


kl 
为 简化 记号 , 记 At = 3 aj .那么 上 式 可 写 为 
j=1 
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0<At-S<at. 
再 按 次 序 取出 4 个 负 项 ,使 得 
1 


-1 
A — D0 EEAT = ZaF. 
j=1 ji 


| 
记 A7 = >) aj .从 上 式 可 得 
j=1 
0<=S-(Ai-Ai)<ai. 
再 取 ks 个 正 项 ,使 得 


kz 


记 4 = 2》) aj .从 上 式 可 得 
j 1 


0=At -Ai+Ai-S<ak. 
把 这 个 过 程 无 限 次 地 继续 下 去 ,可 得 下 面 的 无 穷 级 数 : 
Ai — Ai + A2 一 人 + 
从 式 (9) 一 (11) 知 , 式 (12) 满 足以 下 不 等 式 : 
0AI=Ai+A-A+m4Ar -SEAat: 


0=S—-(Ai -Ar+Ai-Ai+t+A;- A)<a. 


如 果 记 式 (12) 的 部 分 和 为 S; ,那么 式 (13) 和 式 (14) 可 分 别 写 为 
0 SE 0<S= SR. 
因为 > ay 收 化 ,所 以 limai = limai =0. 由 此 即 得 
n=1 I Ne 
limSz, 1 = limS», = 5. 
即 级 数 (12) 的 和 是 $. 最 后 应 用 定理 14.1.5, 即 得 


i ed Ce 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 
(14) 


(b) 现在 考虑 $= + o 或 - 的 情形 .为 了 使 级 数 发 散 到 + % ,我 们 这 样 来 安 
排 级 数 的 项 : 先 按 级 数 原来 的 次 序 取出 若干 正 项 ,使 其 和 大 于 1, 在 这 些 项 的 后 面 
放 上 级 数 的 第 一 个 负 项 ;然后 再 在 余下 的 正 项 中 取 若 干 项 ,使 整个 和 大 于 2, 又 在 
这 些 项 之 后 放 上 级 数 的 第 二 个 负 项 ;再 在 余下 的 正 项 中 取出 若干 项 ,使 整个 和 大 于 
3 ,接着 放 上 第 三 个 负 项 .这 个 过 程 无 限 次 地 继续 下 去 ,就 得 到 一 个 新 级 数 , 它 是 由 
原 级 数 交 换 无 限 多 项 的 次 序 得 到 的 .由 于 n 充分 大 时 a 可 以 任意 小 , 故 当 n 二 NN 
时 , 负 项 的 出 现 并 不 影响 级 数 部 分 和 的 增 大 ,因而 级 数 发 散 到 + % .同样 ,可 以 适当 
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交换 项 的 次 序 ,使 其 发 散 到 一 %. 
让 我 们 用 一 个 例子 作为 本 节 的 结 
例 2 ”把 交错 级 数 


ek 


的 项 重新 这 样 安排 : 先 依次 取 p 个 正 项 ,接着 依次 取 q 个 负 项 ,再 接着 依次 取 p 个 
正 项 ,如 此 继续 下 去 . 问 所 得 的 新 级 数 是 否 收 化 ?如 果 收 敛 , 求 级 数 的 和 | 
解 设 重 排 之 后 的 新 级 数 为 >\a, .对 任意 给 定 的 正 整 数 N, 记 m = 


n=1 
LNMCP+9)], 则 当 No 时 ,有 mm 一 c ,上 且 
m(p+q) 过 Nm+1)(p+ gq). 


把 级 数 > a, 的 部 分 和 写成 


m(p+q) N 


N 
2 0 = 和 2 as+ 2 an (15) 


n=m(p+q)+1 
因为 针 - ee 这 说 明 上 式 中 第 一 个 和 式 的 项 数 不 超 过 P+9g, 所 以 
1 ~ 


N 
< 2 lal<(p+q) 


| 3 Un 三 > (. 
n=m(p+q)+l n=m(p+q)+1 m(p 十 q) m 
于 是 从 式 (15) , 便 得 
co N m(p+q) 
Yas = lim Pa, = lim >，an 
n=1 Non=l | 
mp mq 
ee 1 名 1 
= lm (2 i 
从 上 册 7.3 节 中 的 式 (8) 
n 1 i 
防 和 = ln 7 十 次 二 ol( 元 
得 到 
mg mg 
1 _11_1 全 1 , 
nn Bn Os) 站 
mp 1 2mp 1 mp 1 
Ti 2n 


= lIn2mp 十 7 一 去 In mp - 去 7 + 0O( 二 ) 
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= In2+ 记 In mp + 去 y+ 0 (地 上 (18) 


2 
把 式 (17) 和 式 (18) 代 入 式 (16) ,得 


Sas 和 In2+ Lin?. 
加 2 a 


由 此 知 所 得 的 新 级 数 收敛 , 且 其 和 为 n2+ 王 In 万 0 


例如 , 取 p=1,g=1, 就 得 
二 
1 2 十 3 4 十 5 6 十 ln 2. 


这 就 是 上 册 7.3 节 的 例 4 中 已 经 得 到 的 结果 . 
再 取 p=1,gq =2, 就 得 


RR r,s 
1 3 f+3 6 8 +5 = ln2 2ln5 = 5In2 
最 后 取 p=2,9 = 3, 就 得 
Wh I og i 
二 


练习 题 14.5 


1. 在 下 列 级 数 中 ,哪些 是 绝对 收敛 的 ? 哪些 是 条 件 收敛 的 ? 


(1) > sm wxa > 1 (2) 一 0 
(3) 2 i (4) De 
oo sin “区 
人 1 (6) > i 
2. 讨论 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 : 
(1) 多 人 (2) 2 D" S24, 


(3) FD i (= (1 过 ) ); (4) Ce 
(5 2 (am -ee ) (a>0,b>0,c>0). 
n=1 


3. 证 明 :a, 绝对 收敛 的 充分 条 件 是 , > a; 和 > az 都 收敛， 
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. 设 > a, 条 件 收 伍 . 
(1) 证 明 : > ai s a = + % ,其 逆 命 题 是 否 成 立 ? 


N N 
(2) 证 明 ; 记 5% = 2 人)at,35 = 2127 那么 
n=1 n=1 
lm =1. 


. 把 级 数 


i WD 


的 项 重新 安排 如 下 : 先 依次 取 p 个 正 项 ,接着 依次 取 4 个 负 项 ,再 接着 依次 取 p 个 正 项 ， 
如 此 继续 下 去 .证 明 : 所 得 的 新 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 为 p= 9g; 当 疡 >dg 时 ,新 级 数 发 
散 到 + = , 当 PP 到 dg 时 ,新 级 数 发 散 到 一 %. 


问题 14.5 


. 讨论 下 列 级 数 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 : 


(— 1)" 
(1) mn (1 tp 


6 Pe Di Be = Dp ys 
n=1 


2。4。6…(27.) 
sx 亚 1 1 1 1 1 
人 I? 27735 ta G+(p>0,9>0). 


.如果 对 任意 一 个 趋 于 0 的 数列 {x ,级 数 了 aw, 收敛 ,那么 4, 一 定 绝对 收敛, 试 证 


之 .如 果 把 条 件 中 的 “任意 一 个 趋 于 0 的 数列 ” 改 为 “任意 一 个 递减 趋 于 0 的 数列 ”, 结 论 是 
否 成 立 ? 


. 如 果 改 变调 和 级 数 
1+ 计 + 言 + 入 + 二 + 
中 项 的 符号 ,使 得 p 个 正 项 之 后 跟 4 个 负 项 ,但 不 变更 原来 的 次 序 .证 明 : 新 的 级 数 当 且 
仅 当 p= 4 时 收敛 . 


. 若 级 数 2 a， 绝对 收敛 ,limb, =0, 证 明 : 


lim(aib, + azbri+ + abi) = 0.; 
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14.6 级 数 的 乘法 


设 
Da = A, > =B (1) 
是 两 个 收 剑 级 数 ,我 们 过 论 这 两 个 级 数 如 何 相 乘 ， 大 家 知道 ,两 个 有 限 和 
= > Qi， -了 b; 


相 乘 的 结 # 果 是 把 所 有 可 能 的 乘积 a; pb GE j=1, …,m) 加 起 来 .仿照 这 个 
做 法 ,我 们 把 式 (1) 的 所 有 可 能 的 乘积 写 出 来 : 

aibi,ai1b2,a1bsa,*"; 

az bi,azb2,asbs,*…; 

asbi,asb2,asb:,…; 


这 是 一 个 无 穷 和 矩阵 .这 些 项 如 何 相 加 ? 通常 有 两 种 加 法 :一 是 按 对 角 线 相 加 ， 
aibi 牛 (aib; 不 a»bi) 烛 (aibs 中 a» bs 站 asb1) ss 

一 是 按 方块 相 加 ， 

aibi 市 (aibs 韦 azb; 让 42 Di1) 

+ (aibs3 + azbs3 + asbs3 + a3b; + asbi1) + 
用 得 较 多 的 是 第 一 种 . 

按照 对 角 线 相 加 的 原则 ,两 个 级 数 >) a,, >) b。 相 乘 得 一 个 新 级 数 > cn， 
n=1 n=1 n=1 

其 中 

Ca 一 二 aib; = aib, + azbn1+**+ anbi. 


称 称 De 为 也 Qn 和 > b, 的 Cauchy 乘积 .我 们 当然 希望 在 Dan = A Db = 
8 的 情况 下 ， 有 
2 = AB = (2 as) (2 bs). 
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但 实际 情况 并 非 总 是 如 此 .在 站 a。= 4， 沁 b。= B 都 收 全 的 情况 下 ,> c 可 
能 是 发 散 的 .例如 


| 
De 
2 ) 方 
是 一 个 收敛 级 数 , 它 按 Cauchy 方式 自 乘 后 所 得 的 级 数 便 是 发 散 的 .事实 上 ,这 时 
i 
n=b,= —1)"-! 
Wa = by = — 1 记 ' 是 
ey 1 号 沁 n 
luals 


因此 发 散 . 


但 车 2 a，， b, 都 绝对 收 全 ,不 论 以 何 种 方式 相 加 ,所 得 的 新 级 数 都 绝对 
收 化 ,其 和 就 是 两 个 级 数 和 的 乘积 
定理 14.6.1(Cauchy) 如 果 级 数 了 a。 和 b， 都 绝对 收敛 ,其 和 分 别 为 


A,B, 那 么 把 
aib; (i,j = 1,2,*…) 
按 任意 方式 相 加 所 得 的 级 数 都 是 绝对 收敛 的 , 且 其 和 就 等 于 AB. 
证 明 设 aibj; (1=1,2,…) 是 aibj(i,j=1,2,…) 的 任意 一 种 排列 .对 给 定 
的 对 ,把 五 Po 和 ji hr TH 人 


3 | aub, 区 区 | ai bp 1b; |) 
因而 级 数 > bj 绝对 收敛 .根据 定理 14.5.2, 任 意 改 变 这 个 级 数 中 项 的 次 序 , 其 
和 不 变 . 现在 按 方块 相 加 的 方式 重新 排列 这 个 级 数 , 便 得 
oo N N oo oo 
2 ab lim(2ai) (2 bi)= (2 0) (bi)= AB. 
如 果 只 限于 Cauchy 乘积 ,那么 定理 14.6.1 的 条 件 还 可 减弱 .我 们 有 : 
定理 14.6.2(Mertens( 梅 尔 腾 斯 ,1840~1927)) 设 级 数 阿 Qn 和 b, 都 收 
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敛 , 其 和 分 别 为 A 和 B. 如 果 其 中 至 少 有 一 个 绝对 收敛 ,那么 它们 的 Cauchy 乘积 
其 中 c= 2) aib). 


it+j=n+l1 


证 明 不 妨 假定 a, 绝对 收 全 记 A; = Da ,B, = bec Do. 


n=1 


我 们 要 证 明 limC, = AB. 易 知 
C,= aibi + (aibs + azbi) + (aibs + asbs + asbi) + 
+ (aibn + azbnit+** + anbi) 

=ai(bi+bs+.+b,)+as bit+ bi + bi1)+** + anbi 

= ai1B, + asB,it+*+ anBi. 
如 果 令 B= BB,, 则 B, 一 0(n 一 %). 于 是 

Cn = AnB— Yn 

其 中 


n 


iS 2 Bu = aiB, + asBni + *** + anbBi. (2) 
这 样 问题 就 归结 为 证 明 limy, =0. 
由 于 limb， =0, 故 对 任意 的 s 二 0, 存 在 N, 当 n 之 NN 时 ,有 |B | 二 e. 于 是 由 式 
(2) ,可 得 
| yn [| ap + + an-nBnri |+| an-nnbBny + + anb | 
eM+| annunbBny t+ + anB |, 


这 里 M = 》 | a, | 过 + %. 在 上 式 中 国定 N, 令 hn 一 %, 即 得 
人 lim sup | 7, | eM. 
由 此 可 得 limy, =0, 从 而 limC。 = AB， 
如 果 两 个 级 数 都 仅仅 是 条 件 收敛 的 ,那么 定理 的 结论 就 可 能 不 对 ,本 节 开 头 已 
经 举 出 了 这 样 的 例子 .但 若 假 定 它们 的 Cauchy 乘积 > c。 是 收敛 的 ,那么 结论 仍 


然 成 立 . 
定理 14.6.3(Abel) 设 


Sa A Sy 三 万， 
n=1 n=1 
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如 果 它们 的 Cauchy 乘积 > c, 收敛, 那么 必 有 


3 = AB. 
证 明 仍 沿用 定理 14.6.2 中 的 记号 我 们 已 经 证 明 


Ca 三 WB, FB tw EwaB. 
因此 

C1 = ai1Bi, 

C;» = asBi + aiB;, 

Cs = asB1i + a»B; + aiB;, 

wy 

CN = anBi1+ani1B:+:…+aiBn. 


把 它们 加 起 来 再 除 以 N, 即 得 


和 NAnB1 + Av1B, + 十 41BN). 
i 节 中 例 4 和 例 5 的 结果 , 即 得 
ec, = = AB. 


注意 ”定理 14.6.1 和 定理 14. 6. 2 的 条 件 都 是 不 必要 的 ,可 以 举 出 这 样 的 例 
3 和 六 都 发 散 ,而 却 是 绝对 收敛 的 (问题 14.6 中 的 第 2 题 ) 


例 1 用 D'Alembert 判别 法 容易 验证 ， 级 数 忆 攻 ”对 任意 的 实数 x 都 绝对 收 


敛 , 用 E(x) 记 它 的 和 .我 们 来 计算 乘积 ECX) ECy). Cauchy 乘积 E(x)E(y) 的 通 
项 是 


4 1 大 Un 一 大 :一 于 n kyn-k — (Xx a y)” 
ET 二 RD 2 nl 
因而 有 
E(x)E(y) = yi Dh 0 


n=0 nl! 


其 实在 本 章 开 头 ,我 们 已 经 指出 ,级 数 了 六 的 和 就 是 指数 函数 e" ,这 里 不 过 是 从 
级 数 出 发 证 明了 指数 函数 的 乘法 定理 . 
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练 习题 14.6 


1. 设 |g| 过 1. 证 明 : 
3 Sien + Dg. 
2. 设 级 数 2) awx" ,2 bwx" 对 (一 R,R) 中 的 x 绝对 收敛 .证 明 : 
(2 a") (2 be")= ew", 
其 中 Cn 一 2 arbrr- 
3. 证 明 : 级 数 
加 各 四 x a be 
CXY es 2 D" ny’ SX) = 2 1) 


对 所 有 实数 x 绝对 收敛 ,而 且 
S(2x) = 2S(x) C(x). 


光 2n+1 
(2n + 1)1 


问题 14.6 


1. 证 明 : 级 数 
六 
n=1 n=1 


的 Cauchy 乘积 当 a + PB 之 1 时 收敛 , 当 a + 6 入 1 时 发 散 . 


DY 1+ (3) fe ts) 


n=1 


的 Cauchy 乘积 是 一 个 绝对 收敛 级 数 . 


14.7 无 穷 乘 积 


给 定数 列 
pi ， 也 2 Dr 9。。。。 
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我 们 已 经 学 会 如 何 把 这 无 穷 多 个 数 相 加 ,现在 讨论 如 何 把 这 无 穷 多 个 数 相 
乘 . 称 


po pp 
为 “个 无 穷 乘积 .仿照 无 穷 级 数 的 做 法 ,我 们 定义 无 穷 乘 积 收 全 和 发 散 的 概念 
设 ]] p, 是 一 个 无 穷 乘积 , 称 
P, = Im = Pi…Pn (n= 1,2,.…) 
为 这 个 无 穷 乘积 的 部 分 乘积 . 如果 当 n> 时 ,数列 {P,) 有 有 限 的 极限 P, 日 P 关 
0, 则 称 这 个 无 穷 乘积 是 收敛 的 , 记 为 T[ p。= P. 如 果 {P,) 的 极限 不 存在 ,或 者 虽 
然 存在 但 等 于 0, 则 称 它 是 发 散 的 ， ” 


例 1 无 穷 乘积 (1 - 志 ) 是 收敛 的 ,因为 
Bi I - 忘 


kz Kk jz 大 
= ( 读 . 冯 . 壮 . 二) (3 4 5.._n tl) 
纪 本本 5 n 多 藉 ' 一 十 n 
= 去 "人 一 去 (no). 0 
例 2 证 明 : 
四 xX _ sinx 
1 cos a (Xx 关 0). 
证 明 记 
.Ns 
Pa = Ll es COS DnCOS Fn COS 了 ， 
两 边 乘 以 sin 六 ,得 
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党 5 
(sin Se | = sin 全 COS COS i “COS 

全 x x x 

二 sin Da-1COS Dn-1COS D3 COS 5 
4 党 x 

= sn si 0 C0 si"“008 
2 2 2 也 多 

= 

= Sin x 

从 而 得 
1] sinx Sin Xx 
PP; = Dn x x (Cn 和 5 ) 

SI on 


例 3 证 明 Wallis 公式 : 


了 (Bk 区 
1 (2k — 1)(2k +1) 2- 


k=1 


证 明 计算 得 


_ Tr Ck) TP ll 
Da 


k= 
人 (2K? 位 1 
| 
1 I (2k)? 


~ 2n + 1 Ck — 1 
由 上 册 7.4 节 中 的 Wallis 公式 , 即 得 
Bp 
这 实际 上 是 上 册 7.4 节 中 Wallis 公式 的 另 一 种 表达 方式 . 
例 4 设 pi,=1/2(n=1,2,…), 则 其 部 分 乘积 
P, = (3) ~ (nn— %). 
因而 无 穷 乘积 [] p。= 去 ， 去 … 是 发 散 的 ， 
n=1 


类 似 于 无 穷 级 数 , 容易 得 到 无 穷 乘 积 收敛 的 必要 条 件 . 
定理 14.7.1 无 穷 乘 积 下 产 收敛 的 必要 条 件 是 
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limP。= 1. 


证 明 设 [p = 已 过 0, 则 
n=1 


3 
pn = 万 =1 Co) 0 


如 果 [[ p。= P = 0, 上 面 的 结论 就 可 能 不 对 , 例 4 便 是 这 样 的 例子 .由 此 可 
以 看 出 ,为 什么 在 收敛 的 定义 中 要 去 掉 P=0 的 情形 . 下面 我 们 将 一 再 看 到 ,只 有 
那 种 P, 的 极限 存在 且 不 等 于 0 的 无 穷 乘积 , 才 有 许多 类 似 于 无 穷 级 数 的 性 质 

由 于 收敛 的 无 穷 乘积 的 通 项 p,>1(n 一 =) ,所 以 从 某 个 久 起 ,p， 都 是 正 数 ， 
因此 在 整个 无 穷 乘积 中 , 负 因子 只 能 有 有 限 个 ,所 以 不 妨 假定 所 有 的 pv 都 是 正 的 . 
在 下 面 的 讨论 中 ,把 pw 写成 

Pa 三 1]+a: (n= 1,2,"), 
其 中 -1<a, 二 + .这样 , [[ (1 + av) 收敛 的 必要 条 件 便 是 
lima, = 0. 

下 面 来 建立 无 穷 乘积 与 无 穷 级 数 之 间 的 联系 ,从 而 把 判别 无 穷 乘积 仇 散 的 问 

题 归结 为 判别 无 穷 级 数 的 化 


定理 14.7.2 无 穷 乘 积 [[ (1 + a，) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 
Silntl 二 让 w) (1) 
收 合 . 在 收 全 的 情况 下 ,如 果 式 (1) 的 和 是 5, 那 和 


[[(Q+a,)= es. 
n=1 
证 明 因为 P,= | (+ ax), 所 以 
k=1 


li PP, 二 Dn (Tn 识 
k=1 
这 里 $, 是 级 数 (1) 的 部 分 和 .如 果 P, 一 P 放 0, 那 么 5S, 一 In P. 反 之 , 当 $5, 一 S$ 时 ， 


P,—e;. 


从 上 面 的 定理 ,可 得 : 
定理 14.7.3 ”如果 从 某 个 起 都 有 a 这 0( 或 者 a 二 0) ,那么 本 (+a,) 与 
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Do 同 敛 散 . 


证 明 因为 不 论 ITa+ ) 和 Da 中 何者 收敛 ， 都 有 lima。 = = 0. 因 此 总 可 
假定 这 个 条 件 成 立 . 这 时 有 


]i In(l+a,) 
im 一 一 一 一 


n—>% n 


= 1. 


因而 级 数 Dm (1+an) 与 ia， 同 敛 散 , 从 定理 14.7.2 即 得 本 定理 的 结 0 
如 果 a， 不 保持 定 号 ,我 们 有 : 


定理 14.7.4 如果 ia <+ oo 那么 I[ (1 + an) p37 同 敛 散 . 
n=1 n=1 n=1 


证 明 由 于 2 a 二 + % ,一 方面 可 推出 lima，= 0, 因而 


. an—ln(l+a,.) _1 
峻 人 ® 


另 一 方面 ,从 式 (2) 推 知 (a, In(1 + a,)) 收敛 . 根据 定理 14.7.2, 即 知 
la qa) 与 i 


注意 如果 六 a =+ % ,绪论 可 能 不 对 .这 样 的 例子 可 参见 问题 14.7 中 的 第 
3 题 . 


再 讨论 一 下 (1 + a,) 发 散 到 0 的 情形 .由 


ln P, = Stl (1+an) 
可 以 看 出 ,TI (+ av) 发 散 到 0 的 充分 必要 条 件 是 


>)In(l+an) = 一 


n=1 


由 此 可 得 : 
定理 14.7.5 如 果 -1<a,<0, 且 》) a 发 散 ,那么 [| (1 + av) 发 散 到 0. 
n=1 n=1 
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证 明 由 a, 二 0,; 知 1n (+a,) 过 0. 因 为 3a, 发 散 , 所 以 InQ+a,) 发 
散 到 名 ,从 而 Cl + av) 发 散 到 0 0 
定理 14.7.6 ”如果 >a, 收敛 ,但 > 0 发 散 ,那么 IT 0 + Qnr) 发 散 到 0. 

证 明 从 2 oz = + 和 式 (2), 便 知 


Da -ln(l+a))=+%. 
n=1 


但 Via 收敛 ,因而 必 有 In (1 Es <, 台面 二 性 + dan) 发散 到 0. 
n=1 n=1 re | 


尼 (+ 志 )， 卫 (1 去) 


n=2 n=2 


都 收敛 .在 例 1 中 已 算出 后 者 的 值 为 1/2. 


例 7 设 4- 证明 ;lim(”)=0, 这 里 
(0)=1, ()= 人 


证 明 容易 看 出 


[= Wm" js 全 1)” QwCa Dg — n+1) 
n s 


二 Wit 


3 


因为 a+1>0, 且 > 《二 发散 ,大 由 定理 14.7.5 知 无 穷 乘积 发 散 到 0, 即 
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lim (7)=0. 
在 15.5 节 的 例 3 中 将 要 用 到 这 一 结果 . 
例 8 设 w 之 0. 讨 论 无 穷 乘 积 


(+c Dt) (3) 


n=1 


的 敛 散 性 ， 
解 记 a = CD 去, 则 站 a, 收 全 . 当 a 之 计时 , 忆 如 = 刀 去 收 全， 


故 由 定理 14.7.4 知 无 穷 乘 积 (3) 收敛 . 当 a 过 去 时 ， a2 发 散 ,因而 由 定理 14.7.6 


知 无 穷 乘 积 (3) 发 散 到 0. 
收敛 的 无 穷 乘积 能 不 能 任意 改变 因子 的 次 序 且 仍 收敛 ?答案 是 否定 的 .很 容易 


举 出 这 样 的 例子 : 取 一 一 个 条 件 收 全 级 数 > a, 使 得 > a? 收敛 ,那么 ITa + an) 
便 是 一 个 不 能 任意 改变 因子 次 序 的 收敛 的 无 穷 乘积 . 事实 上 , 在 所 设 的 条 件 下 ， 
> md + 当然 收敛 ,但 因 》) | as | = 十 = , 故 >) IInQd+a,) |=+%, 即 


> in (1 +a,) 是 一 个 条 件 收 全 级 数 , 设 其 和 为 a. 现 改变 了 In (1+ a,) 的 次 序 ,得 
到 一 个 新 级 数 2In (1 + bu) ,使 其 和 B 关 a. 于 是 


[atob)=e 天 ee ST jx 


n=1 


而 Ta + b,) 正 是 由 J[ a + an) 改变 因子 次 序 所 得 的 无 穷 乘积 . 


在 什么 条 件 下 可 以 保证 收敛 的 无 穷 乘积 :能 任意 改变 因子 的 次 序 ? 为 此 ,引进 
无 穷 乘 积 绝对 收敛 的 概念 . 


如 果 无 乘积 ] (1 + | a。|) 收 全 , 则 称 无 穷 乘积 J (1 + a,) 绝对 收 全 
定理 14.7.7 绝对 收 化 的 无 穷 乘积 一 定 收敛 . 
证 明 设 ]TGl +| as |) 收 化 .由 定理 14.7.3 知 了 | 4a, | 收 伍 , 因 而 


> |nG+an) | 收敛 ,从 而 >)in(l+ an) 收敛 .再 从 定理 14.7.2 即 知 
n=1 n=1 
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Ta+ av) 收敛 . 0 
n=1 


定理 14.7.8 任意 改变 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 因子 的 次 序 , 所 得 的 新 的 无 穷 乘 
积 仍然 绝对 收敛 , 且 其 积 不 变 . 


证 明 设 ][ G + a,) 绝对 收敛. 任意 改变 其 因子 的 次 序 得 到 一 个 新 的 无 穷 乘 
积 J[ a + b,). 从 定理 14.7.7 的 证 明知 ， 这 时 > In G + an) 也 绝对 收敛 ,所 以 它 
可 以 任意 改变 求 和 的 次 序 ,因而 2 ina + b,) 也 绝对 收敛 ,而 且 

Dna+ bi) = Pin +a,), 
从 而 T G+ b。) 绝对 收敛, 且 
ITa+rae) = 开 G+ 5， 0 
如 果 无 穷 乘积 TIa + Gn) 收 剑 , 但 无 穷 乘积 ][ (1 + | an |) 发 散 ,那么 称 


ITa + qa,) 条 件 收敛 . 


例如 ,本 (1 + (~ 1" 二) 就 是 一 个 条 件 收 全 的 无 穷 乘积 


对 条 件 收敛 的 无 穷 乘积 ,也 有 类 似 于 条 件 收敛 的 无 穷 级 数 那样 的 Riemann 
定理 . 


定理 14.7.9 设 ITa + an) 条 件 收敛 ,那么 适当 改变 其 因子 的 次 序 , 可 使 它 


收敛 到 任意 事先 指定 的 正 数 S，, 也 可 使 其 发 散 到 + % 或 0. 
证 明 留 作 练 习 . 


练习 题 14.7 
1. 能 否 由 工 p,q, 的 收敛 性 ,得 出 下 列 乘积 的 收敛 性 ? 


ll cp, + gn)， ]1 pg.， I 
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2. 证 明 下 列 等 式 : 


让 衣 
由 卫生 入 = 名， 


ey (1 i 


n=2 


cay Ti (EY J 


n=0 


3. 利用 Wallis 公式 ,证 明 : 
= De 一 和 
ob 呈 0- 而)- 2 


‘2 TT(1 Bs 4 


n=1 


4. 讨论 下 列 无 穷 乘积 的 敛 散 性 : 


G) TT Vi+ 


5. 计 Y 8 下 列 天 认 儿 可 的 敛 散 性 : 
by jE 
十 


n=1 Vn 1 
cay TT 


en TT Want 0 


了 ) (p 为 任意 的 实数 ); 


6. 证 明 : 若 级 数 2 a 二 + %, 则 |] cos a, 收敛 ,其 中 cos a, 取 0. 
7. 证 明定 理 14.7.9. 


问题 14.7 


1. 证 明 : 
2 2 2 .. Tt 


"2 V+ Yar+ Var 2 


2. 设 ai=l'a,=1Ca ii+l)(=2,3,…). 证 明 : 


* 208 。 


区 


1T+ 一 )=e 
Ui 
1 
ey 牙 三 马 谍 一 小 ， 
Nf 
0 
= ， n= 2k. 
VE Kk kv 


证 明 : > a,, > a 都 发 散 ,但 T[ (1 + av) 收 全. 


. 如 果 级 数 


. 证 明 : TI 二 (1+ 交 ) =0. 由 此 证 明 ; 


es 
lim 一 e ”= 0. 
nl 


No 


Dhanx? — Dx? 一 22)…(CX2 — n’) 
=1 


在 x=x( 非 整数 ) 处 收 化 ,证 明 ; 它 对 所 有 的 x 都 收 全 
. 证 明 : 设 正 数列 {a,} 满 足 


Le 于 王 于 回信 Cn 6), 
CQ n+l n 


这 里 了 b, 是 一 个 绝对 收敛 级 数 ,那么 > a, 发散 


. 如 果 正 项 级 数 了 a, 发散, 证 明 ， 


oo 


工 : 


an a 
2 (1+aD)(l+a)(l+a) 


n=1 
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15.1 问题 的 提出 


有 了 上 一 章 数 项 级 数 的 知识 ,就 有 可 能 讨论 如 何 通 过 无 穷 多 个 函数 的 琶 加 来 
产生 新 函数 ,以 及 研究 这 样 产生 的 新 函数 的 性 质 . 
设 
Ui(XIs U(X) Un (XN) 


是 定义 在 区 间 La ,bj 上 的 一 列 函 数 . 称 


FV = U1(X) + UX) tt Un(X) + (1) 
n=1 
是 La ,bj] 上 的 一 个 函数 项 级 数 .在 [a,bj] 内 任 取 一 点 xo :那么 2 un《xo) 便 是 一 个 


数 项 级 数 . 如果， (xo) 收敛 , 则 称 函 数 项 级 数 (1) 在 点 xo 处 收敛 ;反之 , 则 称 级 
数 (1) 在 点 xzo 处 发 散 . 如 果 级 数 (1) 在 [La ,bj 内 的 每 一 点 都 收敛 , 则 称 级 数 (1) 在 
区 间 [La ,bj] 上 收敛 或 在 区 间 La,bj] 上 逐 点 收敛 .一 般 来 说 ,级 数 (1) 可 能 在 [a,b] 
内 的 某 些 点 上 收敛 ,在 男 一 些 点 上 发 散 . 使 级 数 (1) 收敛 (或 发 散 ) 的 那些 点 的 全 
体 , 称 为 级 数 (1) 的 收敛 (或 发 散 ) 点 集 .例如 


Dx =1l+tx+tX+t Xt 
n=0 


是 定义 在 (- ,+ = ) 上 的 函数 项 级 数 , 它 的 收敛 点 集 是 区 间 ( - 1,1) ,发 散 点 集 是 
区 间 (-,-1JULl,+c). 
设 [a,b] 是 级 数 (1) 的 收 化 点 集 .对 [a,b] 内 的 每 一 点 ,级 数 w(x) 都 有 
一 个 确定 的 和 , 记 为 SCx) ,那么 
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SCx) = 3 (x) (a 过 x 过 b) 


是 在 La ,bj] 上 的 一 个 确定 函数 ， 称 为 级 数 (1) 的 和 函数 . 我 们 首先 关心 的 是 ,由 无 穷 
级 数 (1) 所 确定 的 和 函数 S(x) 是 否 具有 有 限 和 的 那些 性 质 ? 也 就 是 : 

(a) 如 果 函 数 ui,(x) (n=1,2,…) 都 在 La,bj] 上 连续 ,它们 的 和 函数 SCx) 是 
否 也 在 La ,bj 上 连续 ? 

(b) 如 果 ui (x) (n=1,2,…) 都 在 La,bj] 上 Riemann 可 积 , 它 们 的 和 也 数 
SCx) 是 否 也 在 La ,bp] 上 可 积 ? 如 果 SCx) 在 [a,bj]j 上 可 积 , 等 式 


| scodx = > dx 
a n=1 4 
是 否 成 立 ? 或 者 说 ,积分 号 与 求 和 号 能 否 交 换 ? 即 级 数 能 否 “ 逐 项 积分 ”? 


(c) 如 果 w(x) Cn=1,2,…) 都 在 [a,bj]j 上 可 导 ,SCx) 是 否 也 在 [a,bj 上 可 
导 ? 等 式 


S'(x) = p32 (x) 


是 否 成 立 ? 或 者 说 ， 级 数 是 否 可 以 “ 逐 项 求 导 ”? 
以 上 三 条 ,对 有 限 个 函数 的 和 都 是 正确 的 ,但 对 无 穷 级 数 的 和 则 未 必 成 立 . 
为 了 说 明 这 个 问题 ,我 们 注意 ,如 果 记 级 数 (1) 的 部 分 和 序列 为 5, (x), 即 


SK) = De)s 
k=1 


那么 SCx) = limS。 (x), 即 SCx) 是 函数 序列 {S, (x)} 的 极限 函数 . 以 上 三 个 问题 便 
可 等 价 地 转化 为 : 
(a)” 如 果 {5, (x)} 是 [a,b] 上 一 列 收 敛 的 连续 函数 ,其 极限 函数 SC(x) 是 否 在 
La,bj]j 上 连续 ? 
(b)” 如 果 {5, (x)} 是 [a ,bj 上 一 列 收敛 的 可 积 函 数 , 其 极限 函数 S(x) 是 否 在 
La,bj 上 可 积 ? 如 果 SC(x) 可 积 , 等 式 
| scodx 二 lim| SCxz)dx 


是 否 成 立 ?” 即 极限 号 与 积分 号 能 和 否 交换 ? 
(c)” 如 果 {S, (xz)} 是 La,b] 上 一 列 收 敛 的 可 导 函 数 ,其 极限 函数 S(x) 是 否 在 
[a,b] 上 可 导 ? 如 果 SCxz) 可 导 , 等 式 
S’(x) = limS (x) 
是 否 成 立 ? 即 极限 号 与 微分 号 能 否 交换 ? 
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以 下 四 个 例子 说 明 , 上 面 三 个 问题 的 答案 有 时 是 否定 的 . 
例 1 在 区 间 [0,1] 上 考虑 函数 序列 {x"), 它 的 每 一 个 函数 当然 都 在 L0,1] 上 
连续 可 导 , 但 它 的 极限 函数 


1 a 

DE 同 | 
在 x=1 处 不 连续 ,当然 也 不 可 导 . 这 个 例子 给 出 了 问题 (a) 和 (c) 前 半 个 问题 的 
否定 答案 . 0 


例 2 设 frni,72，,…,7,，,…) 是 区 间 [L0,1] 上 的 全 体 有 理 数 .在 [0,1] 上 定义 


S ( y= pA 75 六 09 
0 

1， 为 有 理 数 ， 
SR 人 x 为 无 理 数 . 


显然 ,limS, (Xx) 二 SCx). 对 每 一 个 固定 的 n,S, (x) 是 [0,1] 上 的 Riemann 可 积 函 
数 , 而 SCx) 在 [0,1] 上 不 可 积 .这 个 例子 给 出 了 问题 (b) 前 半 个 问题 的 否定 答案 . 
例 3 在 [0,1] 上 ,考虑 函数 序列 
Si (XxX) = 2n2xe™* (n= 1,2,.). 


SE) 三 limS, (x) = 0, 


因而 | SGDdx = 0, 但 
lim| S$, Cx)dx = ltl = y= 
这 个 例子 给 出 了 问题 (b) 后 半 个 问题 的 否定 答案 . 0 
S, (xX) = Sin nx (n = 1,2,.…). 

苑 证 n 

SCX) = linvS Cx) = 0 
它 在 ( 一 co ,十 co ) 上 当然 可 导 , 但 

SX) = Vncosnx0 (- co <x<+oc)， 

即 limS。 (x) 关 S'(x). 这 个 例子 给 出 了 间 题 (c)" 后 半 个 间 题 的 否定 答案 . 


由 此 看 来 ,要 使 以 上 三 个 命题 成 立 , 还 必须 补充 条 件 , 下 节 介 绍 的 “一 致 收敛 ” 
便 是 这 种 条 件 中 最 重要 的 一 个 . 
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练习 题 15.1 


求 下 列 函数 项 级 数 的 收敛 点 集 : 
SY WL i 
i (2 one 
/XxX+tn)\” 
9 Wh i 
SC . 
(5) 2 | (6) 六 二 天 (x>0,y> 0); 
SA In(l + x”) i 
CY Dr (8) > Wn — D*(x > 0). 
n=1 n=1 


问题 15.1 


请 设 函 数 项 级 数 》) un(x) 在 有 界 闭 区 间 [La,bj] 上 收敛 于 SC(x). 如 果 u,(x)(n = 1,2,*…) 


都 是 La ,bj」 上 的 非 负 连续 函数 ,证 明 :5S(x) 必 在 La,bj] 上 取 到 最 小 值 . 
2. 第 1 题 中 的 S(x) 是 否 一 定 能 取 到 最 大 值 ? 
3. 把 第 1 题 中 的 有 界 闭 区 间 换 成 开 区 间或 无 穷 区 间 ,结论 是 否 还 成 立 ? 


15.2 一 致 收敛 


设 {f} 是 定义 在 区 间 La,b] 上 的 一 个 函数 列 .对 xo ELa,bj, 如 果 数 列 
(万 Cxzo) 收敛 , 则 称 函 数列 { 亡 在 点 xo 收敛 .如 果 {f,) 在 La,bj 内 的 每 一 点 都 收 
敛 , 则 称 { 亡 } 在 La ,bj 上 收敛 或 在 La,b] 上 逐 点 收敛 . 

现 设 {f,} 在 La,bj 上 收敛 于 f.La,5bj 内 有 无 穷 多 个 点 ,这 就 意味 着 无 穷 多 个 
数列 收敛 .一 般 来 说 ,这 些 数列 收敛 的 速度 是 不 一 致 的 ,有 的 收敛 得 快 些 ,有 的 慢 
些 . 用 s-N 的 语言 来 说 ,对 任 给 的 xo€ELa ,bj 和 任 给 的 e 记 0, 存 在 N= N(xo,e)， 
当 由 盖 N 时 ,有 

| fn (x0o) — flxo) |= e. 
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这 里 的 N= N(Cxo,s) 不 仅 与 s 有 关 , 也 与 xo。 有 关 . 对 同一 个 s 过 0, 不同 的 xo 所 要 
求 的 NCe,xo) 值 可 以 相差 很 大 . 
以 15.1 节 中 的 例 1 来 说 ,f(x)=x", 对 (0,1) 中 任意 的 点 x, 函 数列 都 收敛 于 
f(x)=0. 对 0 二 e 过 1, 要 使 
| ft = FA | 
必须 要 求 


n> NCxvey = [| Cy 


对 不 同 的 x, 相 应 的 N(x,e) 就 很 不 一 样 .例如 ,要 使 
| x x | 一 ja， 


即 s=10-1 ,在 x=xi=1l/100 处 ,只 要 

n> N(xi,e) = 10 
就 行 ;而 在 x = xs =1/10: 处 ,必须 要 求 

n> N(xs,e) = 25 
才 行 ;而 在 x =xs=1/10 处 , 则 必须 要 求 

n> N(xs,e) = 100 
才 行 .由 此 可 见 , 当 x 越 靠近 原点 , {x”") 收 敛 于 0 的 速度 越 快 .那么 对 任意 给 定 的 
e 过 0, 能 和 否 找到 一 个 与 寺 无 关 的 N, 只 要 由 之 N, 对 (0,1) 中 任意 的 xx 都 有 xz<e 
呢 ? 容易 知道 ,这 样 的 N 是 不 存在 的 .因为 如 果 存 在 no ,使 得 不 等 式 

XD EE 
对 (0,1) 中 所 有 的 x 都 成 立 , 那 么 取 x = slm , 便 得 到 e 二 e 的 矛盾 .实际 上 ,在 式 
(1) 中 今 x->1, 就 得 到 N(x,e) 一 + %. 这 也 说 明 不 存在 与 x 无 关 的 N. 
但 是 下 面 这 个 例子 就 不 一 样 了 . 令 


Ws 1 = mes 
f(x) = Cn = 1,200), 
对 (0,1) 中 任意 的 ,都 有 f(x) = limf, (x)=0. 由 于 
= -工时 
Ns eh a ge 


对 (0,1) 中 一 切 的 x 成 立 , 因 此 ,对 任意 的 sE (0,1), 只 要 取 N=[1/ej, 当 n> 
N 时 ， 


[fi -fie 
对 (0,1) 中 所 有 的 x 就 都 成 立 . 显然 ,这 时 的 N=[1/ej] 与 x 无关 . 
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以 上 两 例 , 同 样 都 在 (0,1) 上 收敛 ,然而 却 有 似乎 很 微小 但 又 非常 重要 的 差别 : 
在 给 定 正 数 s 以 后 ,前 者 对 每 一 个 xE (0,1) 都 有 相应 的 N(x,e), 但 却 找 不 到 一 个 
与 x 无 关 的 ;后 者 则 有 这 样 的 N. 因 此 后 者 比 前 者 多 满足 了 一 个 条 件 一 一 存在 与 
x 无 关 的 N. 这 个 条 件 对 15.1 节 提 出 的 三 个 命题 的 成 立 具 有 实质 性 的 作用 .所 以 
有 必要 在 原来 的 收敛 概念 的 基础 上 建立 一 个 更 强 的 收敛 概念 . 

定义 15.2.1 设 函 数列 {f,) 在 点 集 1( 可 以 是 区 间 , 也 可 以 不 是 区 间 ) 上 收敛 
于 f. 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 s ,都 存在 与 * 无 关 的 正 整数 N(e) ,使 得 当 n 二 N(e) 
时 ,不 等 式 


| fu Cx) — fx) |< e 
对 了 中 一 切 的 x 都 成 立 , 则 称 函数 列 {f,} 在 1 上 一 致 收敛 于 函数 /. 


根据 这 个 定义 ,函数 列 {x"} 在 (0,1) 上 不 一 致 收敛 于 0, 而 函数 列 | 二 | 则 在 


es 

(0,1) 上 一 致 收敛 于 0. 

从 几何 上 来 看 ,y= f(x) 《n=1,2,…) 表 示 一 系列 曲线 .所 谓 {f; ) 一 致 收敛 于 
f ,就 是 指 从 某 个 下 标 N(e) 之 后 ,曲线 

y=fx) (n= N+1l,N+2,.) 

全 部 落 和 信条 形 区 域 f(x) 一 e 二 y 二 f(x)+e 之 中 (图 15.1). 

从 图 15.2 中 可 以 看 出 ,不 论 n 多 大 ,曲线 y= x”" 永远 不 会 全 部 落 和 信条 形 区 域 
0 二 y 二 e 之 中 ,这 里 ae€ (0,1). 因 而 {x") 在 (0,1) 上 不 是 一 致 收敛 于 0 的 . 


y= f(x)+e 
y= f(x) 
y= f(x) 
y= f(x)-—€ 


图 15.1 图 15.2 
如 果 记 
B, = sup | f(x) — fx) |, 
xEI 


那么 从 上 面 的 几何 考察 ,可 以 得 到 : 
定理 15.2.1 函数 列 {f,} 在 7 上 一 致 收敛 于 f 的 一 个 充分 必要 条 件 是 
limB, = 0. (2) 


“215 % 


数学 分 析 教 程 


证 明 ”如 果 {f,) 在 TT 上 一 致 收敛 于 f ,那么 对 任意 的 e 二 0, 存 在 正 整 数 N(e)， 
当 nn 这 N(e) 时 ,| f(x) 一 了 f(x) | 二 e 对 任意 的 xET 都 成 立 .由 此 即 得 
B. = sup | fx) — fx) |e. 
x€El 


这 就 是 式 (2). 反 之 ,如 果 式 (2) 成 立 , 那 么 对 任意 的 < 二 0, 存 在 N(e), 当 nN(e) 
时 ,B, 过 e. 于 是 对 任意 的 xE 717, 有 

| faCx) — f(x) |< P< e, 
即 {fi} 在 TT 上 一 致 收敛 于 了 . 0 


例 1 讨论 函数 列 f(x)= 有 和 i 02 在 区 间 (0， + c) 和 [6,+ < ) 上 的 一 致 收 


敛 性 ,其 中 6 二 0. 
解 ” 对 任意 给 定 的 x 二 0,f,(x) 一 0(n 一 %). 当 6 过 x 二 + co 时 ,由 于 
1 1 


nx Hi 
fn) = fw hs T+ Wa ~ nx ng’ 


故 
up 工 一 > 
了 | f(x) f(x) Ea S 0 (hn—> %). 


由 定理 15.2.1 知 {f;}) 在 [6,+ %) 上 一 致 收敛 于 0. 
当 0 二 x 二 + o 时 ,由 于 

TAX 1 

Bs > |fr (i) /仁川 = ph 


所 以 B, 疡 0. 由 定理 15.2.1 知 {f,}) 在 (0,1) 上 不 一 致 收敛 于 0. 
从 这 个 例子 看 出 ,用 定理 15.2.1 来 证 明 函 数列 不 一 致 收敛 比较 方便 . 
例 2 讨论 函数 列 
fulx) = 2n2xe™* (n= 1,2,.) 
在 L0,1] 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 这 就 是 15.1 节 中 的 例 3. 已 知 它 在 L0,1j 上 收敛 于 f(x)=0. 由 于 


p, > | 六 全)- 7 人 全)|= 2ne 0, 


n n 
所 以 这 个 函数 列 在 L0,1] 上 不 一 致 收敛 . 0 
像 数 列 的 Cauchy 收敛 原理 一 样 ,也 有 判断 函数 列 是 否 一 致 收敛 的 Cauchy 原 
理 , 它 的 好 处 是 无 须知 道 极 限 函 数 ,就 能 判别 它 是 否 一 致 收敛 . 
定理 15.2.2(Cauchy 收敛 原理 ) ” 设 {f,} 是 定义 在 区 间 1 上 的 一 个 函数 列 ， 
那么 {fi }) 在 TT 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 。 二 0, 存 在 正 整 数 N(e)， 
当 nn 这 N(e) 时 ， 
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| ftp CR — fn | (3) 
对 任意 的 xE7 及 任意 的 正 整数 p 成 立 . 
证 明 设 {f,}) 在 1 上 一 致 收敛 于 f ,那么 对 任意 的 。 二 0, 存 在 正 整 数 N(e), 当 
nn 二 N(e) 时 ， 


| fay FRY De 2 | furp Cx) — fx) [起 沪 


对 任意 的 xET 及 任意 的 正 整 数 p 成 立 . 因而 
| farp CX) — fa Cx) [S| frp Cx) — fx) |+| fCx) — f(x) |< e 
对 任意 的 xET 及 p=1,2,… 都 成 立 .这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 
再 证 条 件 的 充分 性 .如 果 式 (3) 成 立 , 根 据 数列 的 Cauchy 收敛 原理 , {f, (x)) 
在 了 中 的 每 一 点 x 都 收敛 , 设 其 极限 函数 为 f(x). 当 nN(e) 固 定时 , 式 (3) 对 每 
个 p=1,2,… 都 成 立 .现在 式 (3) 中 令 p 一 % , 即 得 
| f(x) — f(x) |<e 

对 任意 的 xET 成 立 .根据 定义 15.2.1,{f,) 在 1 上 一 致 收敛 于 f. D 

弄 清 函数 列 一 致 收敛 的 概念 后 ,就 可 很 容易 讨论 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 概 
了. 


纱 


定义 15.2.2 设 >， u(x) 是 定义 在 区 间 1 上 的 一 个 函数 项 级 数 , 令 S$, (x) 
= >)yxwx (xz) 为 它 的 部 分 和 .如 果 函 数列 {5, (x)}) 在 工 上 一 致 收敛 于 SCxz) , 则 称 级 
k=1 


数 》 w(x) 在 了 上 一 致 收敛 于 SCx)， 
n=1 
利用 函数 列 的 Cauchy 收敛 原理 , 即 可 得 到 函数 项 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 . 
定理 15.2.3(Cauchy 收敛 原理 ) ”定义 在 区 间 7 上 的 函数 项 级 数 > v， (x) 


n=1 


在 1 上 一 致 收敛 的 一 个 充分 必要 的 条 件 是 ,对 任意 的 。 > 0, 存 在 正 整数 N(e), 当 
n 过 N(e) 时 ,不 等 式 
| Wrn bi) Ti) | 

对 任意 的 xET 及 任意 的 正 整 数 p 成 立 . 

在 上 面 的 定理 中 取 p=1, 就 得 到 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 一 个 必要 条 件 : 

推论 15.2. 1 Ds nt) 在 TT 上 一 致 收敛 的 一 个 必要 条 件 是 , 它 的 通 项 
un《x) 在 1 上 一 致 收敛 于 0. 
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这 个 条 件 仅仅 是 必要 的 . 例如 , 级 数 27 二 Fz 的 通 项 w(x) = 二 寺 万 在 


[0, + c ) 上 一 致 收敛 于 0, 但 级 数 本 身 根本 不 收敛 . 
这 个 必要 条 件 经 常用 来 判断 函数 项 级 数 的 非 一 致 收敛 性 . 
例 3 ”讨论 级 数 >) ne 在 (0, + wm) 上 的 一 致 收敛 性 
解 ” 容 易 知 道 该 级 数 在 (0, + cc ) 上 收敛 ,其 通 项 un(x)= ne .由 于 
Bp ui 多 un (过 ) = Wet 
故 {un《x)} 在 (0, + ce ) 上 不 一 致 收敛 于 0. 从 而 由 推论 15.2.1 知 该 级 数 在 
(0, + co ) 上 不 一 致 收敛. 
下 面 的 Weierstrass 判别 法 是 判断 级 数 一 致 收敛 的 最 常用 的 方法 . 
定理 15.2.4(Weierstrass 判别 法 ) 如 果 存 在 收敛 的 正 项 级 数 > an 使 得 在 
区 间 了 上 有 不 等 式 


| WmCxy | 二 dn (nn = 1] ,2,°°), (4) 
那么 级 数 >, u(x) 在 区 间 7 上 一 致 收敛 . 
n=1 


证 明 ”因为 正 项 级 数 > av 收敛, 故 由 Cauchy 收敛 原理 知 ,对 任意 给 定 的 


es 二 0, 存 在 NM, 当 于 过 N 时 ， 
DA 人 


对 任意 的 正 整数 p 成 立 .由 式 (4) 知 , 当 nN 时， 
[dle [itl 
k=n+l k=n+l 大 = m+1 
对 任意 的 正 整数 p 及 1 中 的 一 切 x 成 立 .从 而 由 定理 15.2.3 知 > unCx) 在 1 上 一 
致 收敛 0 
满足 条 件 式 (4) 的 数 项 级 数 了 a, 称 为 级 数 > u(x) 在 区 间 1 上 的 一 个 优 级 


数 .定理 15.2.4 是 说 ,在 区 间 I 上 有 收敛 的 优 级 数 的 函数 项 级 数 必 在 T 上 一 致 


例 4 级 数 2) 2 在 (- %,+ wm) 上 一 致 收敛 .在 (- %,+ %) 上 ,有 不 
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等 式 


即 该 级 数 在 (- ,+ 吕 ) 上 有 收 全 的 优 级 数 习 十 ,因而 在 (- %， + %) 上 一 致 
收敛 . 0 

例 5 级 数 二 在 (的 ,+%》 上 一 歌 收 族 ; 这 是 因为 当 x& (到 ， 
+ %) 时 ， 有 不 等 式 


(n= 1,2,.). 0 


x 
1l1+ntx? 


例 6 例 3 已 对 证 明 级 数 了 ne“ 在 (0，+ =) 上 不 一 致 收敛 , 但 它 在 


[6, + co ) 上 一 致 收敛 ， 这 里 6 是 任意 的 一 个 正 数 . 事实 上 ,由 于 x 二 二 0, 故 存在 
N, 当 n 宝 时 ,有 


ne A WE 
从 而 级 数 在 [6, + %) 上 一 致 收敛 . 
Weierstrass 判 别 法 用 起 来 很 方便 ,但 条 件 太 强 , 它 要 求 >) u(x) 绝对 收敛 , 且 


SI 


> | un《x) | 一 致 收敛 才 行 .实际 上 存在 这 样 的 级 数 , 它 一 致 收敛 ,但 不 绝对 收敛 


( 见 例 7); 还 可 能 有 这 样 的 情形 : 2 (x) 绝对 且 一 致 收敛 ， 但 > | ua (x) | 却 不 


一 致 收敛 ( 见 练习 题 15.2 中 的 第 5 题 ). 对 这 种 级 数 ， sa 判别 法 就 无 效 了 ， 
因此 ,还 需要 研究 更 精细 的 判别 法 . 

对 函数 项 级 数 ,也 有 类 似 于 数 项 级 数 的 Dirichlet 判别 法 和 Abel 判别 法 .我 们 
先 引进 函数 列 在 区 间 上 一 致 有 界 的 概念 . 

设 {(av} 是 一 数列 ,此 数列 有 界 是 指 :存在 正 数 M ,使 得 |a, | 过 M 对 n=1,2,… 
都 能 成 立 . 设 {f,) 是 定义 在 区 间 I 上 的 函数 列 . 如 果 对 每 一 个 xET, 都 有 正 数 
M(x) ,使 得 |f(x)| 夺 M(x) 对 n=1,2,… 成 立 , 则 称 函 数 {f,} 在 1 上 逐 点 有 界 . 
应 当 注 意 , 这 里 的 M(x) 是 随 x 的 变化 而 变化 的 .如 果 能 找到 一 个 常数 M ,使 得 

| filx) | 有 M (n= 1,2,.) 

对 一 切 xET 成 立 , 则 称 函数 列 {f,) 在 1 上 一 致 有 界 . 
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比较 一 下 下 列 两 个 例子 对 我 们 会 有 帮助 . 取 了 = (0,1),fn(x)=x”"(n=1， 
2,…). 由 于 
Of lx) = x lL (n= 1323°) 
对 一 切 xE(0,1) 成 立 , 所 以 函数 数列 {x"}) 在 (0,1) 上 一 致 有 界 . 
在 (0,1) 上 讨论 函数 列 {nx”"}. 由 于 当 XE(0,1) 时 ,lim nx" =0, 所 以 函数 列 


“} 在 (0,1) 上 逐 点 有 界 ,但 是 它 不 是 一 致 有 界 的 .否则 ,存在 常数 M>0, 使 得 
0<<71x" 二 M (n= 1,2,.…) 
对 一 切 xE (0,1) 成 立 .任意 固定 n, 在 上 式 的 两 边 令 x* 一 1  , 即 得 n 二 M, 这 说 明 n 
不 能 是 任意 的 正 整 数 .这 一 矛盾 表明 {nx") 在 (0,1) 上 不 是 一 臻 有 界 的 . 
下 面 是 关于 函数 项 级 数 的 Dirichlet 和 Abel 判别 法 . 


定理 15.2.5CDirichlet 判别 法 ) ” 设 级 数 >,a(Cx)b(Cxz) 在 区 间 了 上 满足 下 
n=1 


面 两 个 条 件 : 
(a) {bn(x)} 对 每 个 固定 的 xE 了 都 是 单调 的 , 且 在 区 间 1 上 一 致 收敛 于 0; 


(b) 级 数 >, an (xz) 的 部 分 和 在 1 上 一 致 有 界 , 即 
n=1 
| Bai) |<M (EL,n=1,2,.). 
k=1 


那么 级 数 》) a, (x)b,(x) 在 1 上 一 致 收敛 . 


证 明 与 数 项 级 数 一 样 ,我 们 用 Cauchy 收敛 原理 来 证 明 它 一 致 收敛 . 从 条 件 
(Db) 知 , 当 n+1 二 m 志 n+p 时 ,有 


| y， ax (x) | = | > QKCX) 一 ak(Cx)| 
k=n+l1 
wp|+ | Dan)| 


< 
<2M. 
于 是 由 Abel 引 理 ,可 得 


n+p 
| Bar biCx)|S2M ban Cx) |+21 box) |). 
k=n+l 


因为 {b, (x)}) 在 TT 上 一 致 收敛 于 0, 故 对 任意 的 e 记 0, 存 在 正 整 数 N(e), 当 nn 
N(e) 时 ,对 任意 的 xE7T, 有 


_e 
| bn (x) [< sm: 
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于 是 , 当 n 二 N(e) 时 ， 


n+i+p 


| >», a (x) bi(x)|=e 
k=n+l 
对 任意 的 x €E 了 及 任意 的 正 整数 p 成 立 .根据 Cauchy 收敛 原理 , >) an (x) bn (x) 
n=1 
在 TT 上 一 致 收敛 . 
定理 15.2.6(Abel 判别 法 )” 设 级 数 > an,(x)b,(x) 在 区 间 1 上 满足 下 面 两 
个 条 件 : 
(a) {b, (x)} 对 每 个 固定 的 xE 了 都 是 单调 的 , 且 在 1 上 一 致 有 界 , 即 
| b,x) | 二 M (xXE I,n = 1,2,.); 
(b) 级 数 》) a(x) 在 TT 上 一 致 收 化 . 


n=1 


那么 级 数 >) a,(x)b, (x) 在 了 上 一 致 收敛 . 
n=1 


证 明 因为 a,lx) 在 了 上 一 致 收 敏 ,所 以 对 任意 的 。 、 0, 存在 正 整数 
n=1 
N(e), 当 n 二 N(e) 时 ， 


n+p 


| 2 a (x)|< 


k= n+ 


对 任意 的 xET 及 任意 的 正 整数 p 成 立 .于 是 由 Abel 引 理 , 即 得 
n+p 


| 2 neybr tn) | | bone) [+ 9) borg ley [7 
k=n+l 


对 任意 的 x € 及 任意 的 正 整数 p 成 立 . 因而 级 数 2) a,(x)b, (x) 在 1 上 一 致 
收敛 . 
前 面 讲 过 , 数 项 级 数 的 Abel 判别 法 (定理 14.4.4) 是 用 Dirichlet 判别 法 来 证 
明 的 .请 读者 想 一 想 ,这 里 为 什么 不 能 这 样 做 ? 
例 7 证 明 ;级 数 》) 3 全 和》) 3 呈 在 [8,2r- 6](0 二 6 二) 上 一 致 
n=1 n=1 
证 明 令 a,(x)=cos nx,b,(xX)= 三 1/n, 则 b, (x) 递 减 趋 于 0, 并且 


| Di oos kx |< oS 
el sin 六 
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由 于 xE[LS,2r- 8], 所 以 sin 译 过 >>sin 2 ,从 而 有 


si ms 


2 


即 7 cos kx 在 [6,2x 一 6] 上 一 臻 有 界 . 故 由 Dirichlet 判别 法 知 级 数 六 nx 在 


[8,2r - 8] 上 一 致 收 全 同 理 ,可 证 级 数 > se 的 一 致 收 人 性 0 

容易 证 明 , 例 7 中 的 两 个 级 数 在 (0,x) 上 不 是 绝对 收敛 的 . 这 说 明 一 致 收敛 的 
级 数 未 必 绝 对 收敛 . 而 级 数 (~ 1)"x" 在 [0,1) 上 绝对 收敛 ,但 并 不 一 致 收敛 .由 
此 可 见 ,绝对 收敛 和 一致 收敛 是 两 个 毫 不 相关 的 概念 


练习 题 15.2 


1. 研究 下 列 函 数列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


_ 1 
CD hy 


(a) 0<<XZ<+ ci (bl)0 二 1 和 二 xx 一 + oo. 


C0) fy = 


(a) 0O<x<1-A; (bD)1-A4<x<l+; 
(1+AZx<+o(A>O0). 
C3) fly 
(a) -1l<x<Il>0); (b)-%»<x<+o%. 
2. 人 研究 下 列 级 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


1 
(1) 2 i et co ); 


(2) 2 于 co 让 oa)s 


(3) pa 


n=1 


Cx" + x"),L- 3,—1/3]U [1/3,3]; 


Vnl 
ed, 
后 立 - 0 i 
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Xx 
Dn aa) DU>0; 


~ 


Cy 5 CD” Fogal 


< 也 十 Si 天 


(7) D2sin 30, + %). 
各 若 级 数 2 a， 收敛 ,证 明 :级 数 >,ase ” 在 [0, + %) 上 一 致 收敛 . 
4. 设 w(x)(P = 1,2,…) 是 [a,b] 上 的 单调 函数 .如 果 级 数 》) un(a) 和 ub) 绝 对 收 


化 ,证 明 ,级 数 > ) us(x) 在 [a,b] 上 绝对 且 一 致 收 全 
5. 证 明 :级 数 
0 
在 [0,1] 上 绝对 且 -一 致 收敛 ,但 >) xz"(1 - x) 在 [0,1] 上 并 不 一 致 收敛. 
6. 在 区 间 [0,1] 上 ,定义 


1 | 
a 2 , 
n n 
un(X) = | 
0， 天 入 六 


证 明 ， 到 u(x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ,但 它 不 存在 收敛 的 优 级 数 . 
7. 设 {u(x)) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 列 .证 明 :如 果 > us(x) 在 [a,b) 内 的 每 一 点 收敛 ,但 
2 un《b) 发 散 ,那么 > un《Xx) 在 [a,b) 上 不 一 致 收敛 . 


8. 设 a, 之 0 证明; > avcos nx 在 (- m, + wm) 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 > oa。 
< 

9. 证 明 ; 级 数 > ”98 Ex 在 (0,x] 上 不 一 致 收 全 

10. 设 [a,b] 是 一 个 有 限 闭 区 间 .如 果 对 任 一 点 xE [a,b], 存 在 一 个 包含 * 的 开 区 间 ,, 使 
得 {f,) 在 1 上 一 致 收 证 于 f. 求 证 :{f,) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 f. (提示 :用 有 限 履 盖 
定理 . ) 

11. 证 明 : 函 数列 

fi x) = xn (Inn)® (n= 1,2,.…) 

在 [0, + = ) 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 a<1. 
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12. 设 方 在 [a, 扑 上 Riemann 可 积 ,定义 
es | fa Cr 2 
证 明 ; 函 数列 {f,) 在 [a,b] 上 一 致 收 全 于 0. 
13. 证 明 ; 当 a > 2 时 ,级 数 > xre 在 [0, + %) 上 一 致 收 全 


问题 15.2 


1. 讨论 级 数 


oo 


3 nx 

C1 (T+ XI + Ix) + nx) 
在 区 间 [0,9]j 和 [69, + c ) 上 的 一 致 收敛 性 ,其 中 6 二 0. 

2. 设 函 数列 {f} 和 {8,} 在 区 间 7 上 一 致 收 全 .如 果 对 每 个 n=1,2,…,f, 和 g, 都 是 5 上 的 
有 界 函 数 (不 要 求 一 致 有 界 ) ,证 明 :{ 亡 g, 在 了 上 上 必 一 致 收敛. 

3. 如 果 去 掉 第 2 题 中 f, 和 g, 有 界 的 条 件 ,结论 是 否 还 成 立 ? 试 举 例 说 明之 . 


4. 设 > un Cao 在 [a ,所 上 收敛 .如 果 存 在 常数 M, 使 得 对 任意 的 x E [a,b] 及 一 切 正 整数 


ni 都 有 | w(x) | 去 ML 证明: > wsC 在 [a,b] 上 一 至 收 全 

5. 设 函 数 f 在 x 0 的 邻 域内 有 二 阶 连续 导 函 数 , 且 f(0) = 0,0 过 了 (0) 二 1. 如 果 记 fi 是 
f 的 nn 次 复合 ,证 明 ; 级 数 》) f(x) 在 x = 0 的 邻 域内 一 致 收 化 

6. 证 明 : 级 数 | 


~ 


a 
Ti te iCOs nx 


n=1 


在 [0,1] 上 一 致 收 化 
7. 设 (a,) 是 递减 的 正 数 列 . 证 明 , 级 数 > ) ausin nx 在 (- ,+ m) 上 一 致 收 伍 的 充分 必要 
条 件 是 lim na。 = 0. 


15.3 极限 函数 与 和 函数 的 性 质 


现在 回 过 头 来 研究 15.1 节 中 提出 的 三 个 问题 .我 们 将 看 到 ,只 要 加 上 一 致 收 
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敛 的 条 件 , 那 里 所 提问 题 的 答案 都 是 肯定 的 . 
定理 15.3.1 如 果 函 数列 {f,) 的 每 一 项 都 在 区 间 1 上 连续 , 且 (f,}) 在 7 上 一 
致 收敛 于 函数 ,那么 了 也 在 1 上 连续 . 
证 明 ”我们 证 明了 在 1 中 的 任 一 点 xo 处 连续 .由 于 {f}) 在 1 上 一 致 收敛 于 了， 
故 对 任 给 的 s 盖 0, 可 取 一 充分 大 的 正 整数 no ,使 得 
[ 大风 三 大玉 辽 柯 


对 了 中 的 一 切 x 都 成 立 .又 因为 是 1 上 的 连续 函数 ,在 xo 处 连续 , 故 存在 6 二 0， 
当 xEIT 且 |x 一 xo|< 过 6 时 ,有 |f, (Xx) 一 fn,《xo)| 二 el/3. 于 是 当 xEIT 且 |x--xo|<=6 
时 ,有 
| CR — FR [| ART = || CE) = fn tay | 
二 | Fs (Xo) — f(xo) | 


= 二 于 


“过 


十 皇 十 三 
“3*3 
这 就 证 明了 f 在 xo 处 连续 .由 于 xo 是 了 中 的 任意 点 ,所 以 了 在 1 上 连续 . 0 
对 应 于 无 穷 级 数 , 我 们 有 : 


定理 15.3.2 如 果 级 数 > (x) 在 区 间 了 上 一 致 收敛 于 SCx), 且 每 一 项 
un(X) 都 在 7 上 连 在 续 ,那么 和 负数 SC(x) 也 在 了 上 连 
例 1 因为 级 数 22 在 (- ,+ %) 上 一 致 收敛 ,所 以 它 的 和 函数 是 整 


个 数 轴 上 的 连续 函数 . 0 
例 2 设 f(x) = ) 入 cos nm .计算 limf(x). 
解 ” 在 区 间 [ -2， 2 上 考察 这 个 函数 .由 于 
| Cos nnx? <(#),， 


故 由 Weierstrass 判别 法 知 原 级 数 在 [ 一 2,2] 上 一 致 收敛 ,从 而 了 是 [一 2,2] 上 的 连 
续 函 数 .于 是 


limf (x) = f(1) = 之 二 cgs nx = py (DD = 3 
wel 3” n=0 3 4 


例 3 证 明 :f(x) = ne 是 (0, + %m) 上 的 连续 函数 . 
证 明 15.2 节 中 的 例 3 已 经 证 明 此 级 数 在 (0, + %) 上 不 是 一 致 收敛 的 ,因而 
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不 能 直接 用 定理 15.3.2 来 证 明了 在 (0, + %) 上 的 连续 性 .但 可 以 这 样 做 : 设 xo 是 
(0, + %) 中 的 任 一 点 ,这 时 总 能 取 56, 使 得 0 二 6 二 xo. 由 15.2 节 中 的 例 6 知 ,该 级 
数 在 [6, + o ) 上 一 致 收敛 ,因而 了 在 xo 处 连续 .由 于 xo 是 (0, + %) 中 的 任 一 点 ， 
所 以 了 在 (0, + %m) 上 连续 . 0 


例 4 ”证明 :f(x) = 2 < 是 (- = ,+ %) 上 的 连续 函数 


lInn 
证 明 ”容易 证 明 原 级 数 在 (一 ,+ %) 上 不 是 一 致 收敛 的 ,因而 不 能 直接 用 定 
理 15.3.2 来 证 明了 在 (一 ,+ c ) 上 的 连续 性 .但 对 任意 的 正 数 M, 当 |x| 三 M 


时 ,有 
人 | < (Es) 
由 Cauchy 判别 法 知 > (并 一 + =. 从 而 由 Weierstrass 判别 法 知 忆 (和 ) 


在 L- M, Mj 上 一 致 收 全 因而 f 是 [- M,M] 上 的 连续 函数 .由 于 M 是 任意 的 正 
数 , 所 以 f 在 (一 ,+ %) 上 连续 . 0 


定理 15.3.2 告诉 我 们 ， 如果 级 数 u， (x) 的 每 一 项 u, (x) 都 在 区 间 I 上 连 


续 ,那么 加 上 一 致 收敛 的 条 件 后 就 能 保证 它 的 和 函数 $ 也 在 I 上 连续 .现在 反 过 来 
问 , 在 每 个 u, (x) 都 连续 的 前 提 下 ,从 和 函数 5 的 连续 性 能 否 推出 级 数 在 I 上 一 致 
收敛 ?一 般 来 说 ,答案 是 否定 的 .但 如 果 考 虑 的 是 正 项 级 数 ,而且 工 是 有 界 的 闭 区 
间 ,答案 则 是 肯定 的 . 

先 考虑 函数 列 的 情形 . 

定理 15.3.3(Dini 定理 ) 设 函 数列 { 亡 } 在 有 限 闭 区 间 La ,bp] 上 连续 .如 果 对 
每 一 个 xELa,b ,数列 {f, (x)) 递 减 地 趋 于 0, 那么 {f(x)}) 在 La,bj 上 一 致 收敛 
于 0. 

证 明 ”对 任意 给 定 的 。 二 0, 存 在 正 整数 N= N(e ,x), 使 得 

0<fy, (x) =e. 

”由 于 fw 在 点 x 处 连续 , 故 必 存 在 5. 记 0, 使 得 当 1€ELa,b] 且 1€ (x-6.,xX+6.) 
时 , 仍 有 


正二 U2) (1) 
于 是 这 些 区 间 的 并 
U (= zs Oi) 


xELa,b] 


构成 La ,Dj] 的 一 个 开 履 盖 . 由 有 限 覆 盖 定 理 知 , 从 中 可 以 选 出 有 限 个 开 区 间 
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Ci — By ii FO) CE = yn) 
它们 仍 构成 La ,bj 的 一 个 开 覆 盖 . 令 
N = max(N. ，… Ni ). 
由 式 (1) 和 {f;) 的 递减 性 知 , 当 n 宇 NN 时 ,不 等 式 
0 fe 
对 一 切 xELa ,bj 成 立 . 这 正 说 明 limf (x)=0 在 La ,bj 上 一 致 地 成 立 . 0 
如 果 把 定理 中 的 有 限 闭 区 间 La ,bj 改 成 开 区 间或 无 穷 区 间 , 结 论 则 不 再 成 立 . 
例如 ,f(x)=x" 在 (0,1) 上 单调 递减 地 趋 于 0, 但 它 不 一 致 收敛 于 0. 又 如 f(x) 
=x/n 在 (0, + %) 上 单调 递减 地 趋 于 0, 但 不 一 致 地 趋 于 0. 
下 面 是 级 数 形式 的 Dini 定理 . 


定理 15.3.4(Dini 定理 )” 设 级 数 》) u, (x) 的 每 一 项 在 有 限 闭 区 间 [a,bj] 上 
n=1 


连续 且 非 负 . 如 果 它 的 和 函数 SCx) 也 在 La,b] 上 连续 ,那么 该 级 数 在 La,bj] 上 一 


证 明 ” 记 玉 CE 全 人 7 全 St) 一 9.(wh 半 | 是 [0s 

上 连续 量 递减 地 趋 于 0 的 函数 列 .由 定理 15.3.3 知 { 记 } 在 [a,b] 上 致 地 趋 于 0， 
即 》w,(xz) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 
”与 定理 15.3.3 的 情形 一 样 ,如 果 把 定理 中 的 闭 区 间 [a,b] 换 成 开 区 间或 无 穷 
区 间 , 结 论 就 可 能 不 成 立 .例如 ， 级 数 忆 x 的 每 一 项 x" 在 区 间 [0,1) 上 非 负 且 连 


续 , 它 的 和 函数 1/(1 - x) 也 在 [0,1) "上 连续 ， 但 该 级 数 在 [0,1) 上 并 不 一 致 收敛 . 
对 无 穷 区 间 ,由 例 4 知 , 它 的 每 一 项 在 L0, + %w) 上 是 非 负 的 ,和 函数 在 [0,  ) 上 连 
续 , 但 它 在 [0, c ) 上 不 一 致 收敛 . 这 是 因为 


B= sp (Ei) [ni) 全 相公 
现在 讨论 级 数 的 逐 项 积分 问题 . 先 看 函数 列 的 情形 . 


定理 15.3.5 如 果 [a,bj]j 上 的 可 积 函 数列 {f,) 在 [a,bj 上 一 致 收敛 于 f, 那 
么 f 也 在 [a,bj 上 可 积 ,并 且 


b b 
lim| FCx)dx = flxYdx. (2) 


证 明 ” 先 证 f 在 La,bj 上 可 积 .用 D(f) 和 D(C(f;) 分 别 记 f 了 和 fi 在 [a,bj] 上 
的 不 连续 点 的 全 体 .由 于 f, 在 La,bj 上 可 积 ,由 Lebesgue 定理 (定理 6.6.1) 知 
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D(f) 是 一 个 震 测 集 .又 由 于 {f,) 在 La,bj 上 一 致 收敛 于 f, 故 存在 自然 数 no， 
使 得 
| x= fa) | 过 1 

对 所 有 xE[La ,pb 成 立 . 因 为 f, 是 有 界 函 数 , 不 妨 设 |f,,(x) | 三 M, 于 是 有 

| jx) |< fi (x) I+1<M+1, 
即 f 是 La,bj] 上 的 有 界 函 数 . 现 设 xo€ D( 有 ), 则 xo 必 是 某 个 广 的 不 连续 点 . 否 
则 ,xo 是 所 有 fi 的 连续 点 ,于 是 由 定理 15.3.1 知 xo 也 必 是 f 的 连续 点 ,这 与 假 
设 相 违 背 .因而 有 


Df CU Da). 


由 于 每 一 个 Df,) 都 是 零 测 集 ,所 以 UD(f,) 也 是 零 测 集 ,因而 万 (万 是 零 测 集 . 
由 Lebesgue 定理 即 知 了 在 La,bj 上 Riemann 可 积 

现在 来 证 明 等 式 (2). 由 于 {f;) 在 La,bj 上 一 致 收敛 于 了 f, 故 对 任意 的 e 二 0, 存 
在 正 整数 N(e), 当 n 宝 N(e) 时 ,|f,(x) 一 f(x)| 二 e/(b 一 a) 对 La,b]j] 中 所 有 的 x 
成 立 . 于 是 当 由 之 N(Cs) 时 ,有 

下 六 epax = | fax 

这 就 证 明了 等 式 (2) 成 立 . 

注意 如果 {f;) 不 一 致 收敛 于 了 ,那么 f 可 能 在 La ,bj 上 不 可 积 .15.1 节 中 的 
例 2 就 是 这 样 的 例子 . 

由 于 La ,bj 上 的 连续 函数 是 可 积 的 , 故 从 定理 15.3.5 立刻 可 得 : 

推论 15.3.1 如 果 [La,bj]j 上 的 连续 函数 列 {f,) 在 La,bj]j 上 一 致 收敛 于 了， 
那么 


b 
滞 | | fu C(x) — fx) | dx Ze: 


lim| fx)dx = | fovax. 
对 函数 项 级 数 也 有 相应 的 结果 . 
定理 15.3.6 如 果 级 数 > ww (x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 SCxz), 且 每 一 项 
un(xX) 都 在 Lac,Dp] 上 可 积 ,那么 s(x) 也 在 [ea ,的 上 可 积 ,并 且 


| Cd)ax = | Un (Xx)dx. 
推论 15.3.2 ”如 果 级 数 2 u(x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 , 且 每 一 项 u(x) 都 


在 La,bj」 上 连续 ,那么 
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| Cun)ar = Df udx. 
4 n=1 诈 三 由 > 洛 


例 5 设 f(x) = Di cs .计算 | fCx)dx. 


解 ”因为 级 数 在 ( - ,+  ) 上 一 致 收敛 , 故 在 任意 有 限 区 间 内 能 逐 项 积 
于 是 


| Feax 三 | a = 0, 0D 


现在 来 讨论 函数 列 的 逐 项 微分 的 问题 .从 15.1 节 中 的 例 4, 可 以 看 出 {f,) 一 
致 收敛 于 了 并 不 能 导出 {f%) 收 敛 于 了 ,而 是 应 该 要 求 {f%) 一 致 收敛 .这 就 是 下 面 
的 定理 . 

定理 15.3.7 设 函 数列 { 亡 } 满 足 条 件 ， 

(a) 每 一 个 f, 在 [a,b] 上 有 连续 的 导 函 数 ; 

(b) 由 导 函 数 构 成 的 函数 列 {f1} 在 [a ,bj 上 一 致 收 化 于 函数 g; 

(c) 至 少 在 某 一 点 xoELa ,bj] 上 收敛 . 
那么 函数 列 {f, ) 在 闭 区 间 [a ,bj 上 一 致 收 化 于 某 个 连续 可 微 函 数 了 ,并且 对 每 一 个 
xELa,bj], 有 

fx) = 80), Bh (limf,Cx)) = limf, C(x). 

证 明 ”因为 {f,}) 在 xoELa,bj] 处 收敛 ,由 Cauchy 收敛 原理 ,对 任意 的 s 二 0， 

存在 Ni, 当 n,m 这 Ni 时 ,有 不 等 式 


| fa C6) = fi C0) | 之 汪 : (3) 


又 因为 { 广 } 在 La ,bg 上 一 致 收敛 , 仍 由 Cauchy 收敛 原理 ,存在 Ns, 当 m,nN。 
时 ,不 等 式 


/ fp/ E 


对 每 一 个 xE [ab 成 立 . 令 N= max(N ,N2), 则 当 普 ,>>N 时 , 式 (3) 和 式 (4) 
都 成 立 . 由 Newton-Leibniz 公式 ,对 任意 的 xE[a,b], 有 


RO EACmE A 
(5) 
友人 = falxo) + | pottyar. 


因而 当 m,n>N 时 ,有 
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| fm Cx) Sd | 过 | fnxo) = fakwo) | 十 | Cf CE — f(t))dt 
知 


,> 
“yt” mI 


根据 Cauchy 收敛 原理 ,{f,) 在 [a,bj 上 一 致 收 化 . 设 其 极限 函数 为 了 .由 于 {f) 在 
La ， b] 上 一 致 收敛 于 8 ,根据 定理 15.3. 5, 有 


im| f(Ddt = | gar. 
在 式 (5) 的 两 边 取 极限 (n 一 % ), 便 得 
fx) = flxo) +| g(1di. 
Xo 


由 此 即 得 
fF x) = BC); 0 
关于 函数 项 级 数 ,相应 的 定理 是 : 


定理 15.3.8 ， 设 函数 项 级 数 > u(x) 满足 条 件 ， 
(a) 每 一 项 un (CD 在 [a, 扑 上 有 连续 的 导 函 数 ， 
(b) 由 各 项 的 导 函 数组 成 的 级 数 站 w(x) 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 函 


数 gCx); 
(c) 至 少 在 某 一 点 xoELa ,bj 处 收敛 . 


那么 级 数 > u(x) 在 [a ,中 上 一致 收 敛 ,其 和 函数 SCx) 在 [a,b] 上 连续 可 导 , 并 
且 S'(x) = g(x), 即 
(ry 国 本 


例 6 证 明 :f(x) = 各 搁 在 (- ,+ =) 上 有 二 阶 连续 导 函数 ,并 计 
竹 六， 
解 ” 容 易 看 出 , 原 级 数 以 及 每 一 项 求 导 后 所 得 的 级 数 都 在 ( - % ,+ %) 上 一 致 
收敛 ,因而 有 
/ SN cos nx 
A (XxX) = 2 Te 
对 这 个 级 数 再 逐 项 求 导 , 所 得 的 级 数 仍 在 ( - % ,+ %) 上 一 致 收敛 ,因而 有 
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1 Sn Sin nx 
f (x) = 2S ne 
由 于 积分 运算 和 微分 运算 都 是 某 种 极限 运算 ,所 以 以 上 这 些 定理 实质 上 都 是 
断言 ,在 一 定 的 条 件 下 两 种 极限 运算 交换 的 合理 性 .例如 ,定理 15.3.1 的 结论 可 以 
写成 
lim lim f(x) = lim limf, (x); 
定理 15.3.5 的 结论 可 以 写成 
lim| fx)dx = | limf, (x)dx 
定理 15.3.7 的 结论 可 以 写成 


lim fax)) = Olimfa (x)). 
这 里 起 关键 作用 的 是 函数 列 的 一 致 收敛 性 .在 下 面 的 几 章 中 ,极限 运算 交换 的 合理 


性 仍然 是 我 们 讨论 的 焦点 . 
从 历史 上 来 看 ,本 节 介 绍 的 一 些 结果 对 当时 的 数学 家 也 不 是 一 下 子 都 能 明白 
的 .19 世纪 的 大 数学 家 Cauchy 在 他 的 人 《分析 教程 ?中 曾 断 言 : 收 敛 的 连续 函数 项 级 
数 的 和 函数 也 是 连续 的 .后 来 Abel 在 一 篇 关于 二 项 式 级 数 的 长 文章 中 指出 了 他 的 
错误 .Abel 举 出 了 下 面 的 例子 : 
MY 0 (6) 
= 三 人 2 
由 于 正弦 函数 sin x 以 2x 为 周期 ,所 以 
上 述 级 数 的 和 函数 如 图 15. 3 所 示 . 它 
在 2x 的 整数 倍 的 点 上 都 不 连续 ,但 级 
数 在 整个 数 轴 上 都 收敛 , 它 的 每 一 项 
(sin nx)/n 也 都 在 整个 数 轴 上 连续 .发 
生 这 一 现象 的 根本 原因 是 ,上 述 级 数 在 
2r 的 整数 倍 的 点 的 附近 是 不 一 致 收敛 
的 .可 见 一 致 收敛 的 概念 在 级 数理 论 中 是 何等 重要 ! 等 式 (6) 的 证 明 将 在 17.2 节 
中 给 出 . 


图 15.3 


练习 题 15.3 


1. 确定 下 列 函数 的 存在 域 , 并 研究 它们 的 连续 性 : 
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(GD Fo = 袜 (1+ 十 ) ， 
n=1 


i fn) = ED 


n=1 x 寺 n 


2. 证 明 : 函 数 
Fk bp Cos nx 


n=1 


在 (一 ,+ %) 上 有 二 阶 连续 导 函 数 , 并 计算 ed 
3. 证 明 :Riemann 5 函数 
6 > 


在 (1, + %) 上 是 连续 的 ,并 在 此 区 间 内 有 各 阶 连续 导 函 数 . 
4. 设 FCx) = 3 ne™(x > 0) ,计算 | ” JCx)dx. 


4 有 一 1 
5. 已 知 》) 二 一 = In 2. 证 明 ， 
n=1 


时 a n-l1 

lim >) ( 二 = ln2. 

6. 设 E 是 (- %m, + %m) 中 的 一 个 点 集 ,xo 是 的 一 个 极限 点 (xo 可 以 是 土 %). 如 果 级 数 
>) un(Cxz) 在 E 上 一 致 收 化 ,而 且 limui(x) = ai(x € EE,n = 1,2,…). 证 明 : 
n=1 wg 


(1) 2 a, 收敛 ， 
(2) im Du, (x) = Yo, (x € E). 
XO n= 
7. 设 成 页 三 人 5 cos 2 . 计算 ， limf (x), lim f(x). 
8. 证 明 : 


0 i 2 工 
lim > nd-x") 2 ns 


n=1 


问题 15.3 


1. 设 2) u(x) 在 [a,b] 上 收敛 .如 果 
下 三 1 
[S01= | 过 M (ax<b,n= 1,2,..), 
k=1 
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则 称 > ww， (xz) 在 La,bj] 上 有 界 收 剑 . 设 D>u， (x) 在 La ,bj] 上 有 界 收敛 ,上 且 对 任意 的 9 二 


n=1 


0 和 ce a,b), > xz) 在 [asc- 9] 和 [c + 6,b] 上 一 致 收敛 .证 明 : 如 果 u(x)(n = 


2,…) 在 La,b] 上 Riemann 可 积 ,那么 》) un(xX) 也 在 [a,bj] 上 Riemann 可 积 , 而 且 


n=1 


jt un(X) )dx = > uax. 
a n=1] 


n=1” a 


2. 设 级 数 沁 w(x) 满足 下 列 条 件 ， 
(a) 反常 积分 | usCx)dx Cn = 1,2,…) 收敛 ; 
(b) 级 数 2 (x) 在 区 间 [a,b] 上 一 致 收敛 ,这 里 b 是 大 于 a 的 任何 实数 ; 
(0) 级 数 2f,(2) 在 [a, + %) 上 一 致 收敛 ,这 里 
f(x) = | ular. 
证 明 :] (Bus60)ax 和 > uedx 都 收敛 ,而 且 
|» (Pu) a = PD ua. 
3. 设 级 数 > vi(x) 满足 下 列 条 件 ， 


(a) >) u(x) 在 Cxo -6,xo+S) 上 收敛 于 f(x); 
n=1 
(b) 级 数 的 每 一 项 u, (x) 在 x = xo 处 可 微 ; 
(© 级 数 2e ee 在 0 一 | x 一 xo | 二 8 上 一 致 收 全 
n=1 


证 明 ;f 在 xo 处 可 微 ,而 且 


fF Crp) = Du (xX0). 
4. 在 (0,1) 中 任 取 一 数列 {a ) ,其 中 两 两 不 相同 ， 证 明 :函数 
f(x) = > Ldal 


在 (0,1) 上 连续 ,上 且 在 x=a,(n=1,2,*… RR EI 
5. 设 f(x) = 3 (0S <+t %). 证 明 : 
(Df 在 [0, + wm) 上 和 连续; 
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(2) lim f(x) = 0; 
(3) 对 一 切 x E (0, + o), 有 


InGL+x) -一 


0 nD 二 


【元 1 22n41 
J > 三 
多 证 明 : 之 (2 +DT 


7. 构造 一 个 可 导 函 数 , 使 它 在 有 理 点 处 取 有 理 数值 , 它 的 导数 在 有 理 点 处 取 无 理 数值 . 


15.4 由 天 级 数 确 定 的 函数 


本 节 要 讨论 一 种 特殊 的 函数 项 级 数 一 一 究 级 数 . 短 级 数 的 一 般 形式 如 下 : 


Blunt — X06 = Wo + Gi Ko) +t (EX + ny (1 


数 (1) 中 令 
CQ n+l 运 Cn+2 人 0， 
那么 级 数 (1) 就 退化 为 一 个 多 项 式 . 因 此 多 项 式 可 看 做 一 种 特殊 的 震级 数 . 反 过 来 ， 
宕 级 数 也 可 看 做 一 个 “无 穷 次 ”的 多 项 式 .下 面 将 看 到 ,震级 数 的 确 有 许多 与 多 项 式 
类 似 的 性 质 . 
为 讨论 简单 起 见 ,我 们 往往 在 级 数 (1) 中 令 xo =0, 只 讨论 形 如 


Danx” = ao+QXT+ + anx" + (2) 
n=0 


的 震级 数 .对 一 般 的 情形 ,只 需 作 变换 =x 一 xo 就 可 把 级 数 (1) 变 成 级 数 (2) 的 
形式 . 

我 们 首先 关心 的 是 级 数 (2) 的 收敛 点 集 . 与 一 般 的 函数 项 级 数 不 同 , 寡 级 数 的 
收敛 点 集 一 定 是 一 个 区 间 . 我 们 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1$.4.1(Abel) 如 果 寡 级 数 (2) 在 点 x = xo(xo 天 0) 处 收敛 ,那么 它 必 在 
区 间 |xj| 过 | xo| 上 绝对 收敛 ;如 果 寡 级 数 (2) 在 点 X = xi 处 发 散 , 那 么 它 必 在 |x | 二 
| Xl | 上 发 散 ， 


证 明 ”因为 >)asxt 收敛 ,所 以 存在 My 之 0, 使 得 | asx8 | 雪 MCa = 1,2,…). 
n=0 
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对 满足 条 件 | x | 二 | xo | 的 x, 有 
SX) | oar | 2 | te | 
n=0 n=0 


即 等 级 数 (2) 绝对 收敛 . 如 果 对 满足 条 件 | x || xi | 的 x, Dax" 收敛 ,那么 由 


n 
二 二 
Xo 


n=0 Xo 


刚才 的 结论 , > avxf 绝对 收敛 ,这 与 假设 > awxf 发 散 巴 盾 . 0 
现在 可 以 证 明 ， 


定理 1$.4.2(Cauchy-Hadamard( 阿 达 马 ,1865 一 1963)) 对 给 定 的 震级 数 
(2) , 记 
嫩 基 全 
lim sup Van | 
那么 : 
(1) 当 R=0 时 ,级 数 (2) 只 在 x=0 这 一 点 处 收敛 ; 
(2) 当 R= + % 时 ,级 数 (2) 在 整个 数 轴 上 都 绝对 收敛 ; 
(3) 当 0 二 R 二 + % 时 ,级 数 (2) 在 区 间 ( 一 R,R) 内 绝对 收敛 ,在 [一 R,R ] 之 
外 发 散 . 
证 明 (1) 因为 R=0, 对 x 六 0, 有 
lim sup 以 | a | = | lim sup Vian|=+%. 


根据 定理 14.3.2, 知 2 | awx” | 发散. 为 了 证 明 2) anx" 发 散 , 任 取 xo 隆 0, 不 妨 设 
名 >0. 如 果 > anxt 收 化 ,再 取 汉 满足 0 二 如 一 加 ,由 定理 15.4.1, 知 > | auf | 


收敛 ,这 就 与 上 面 证 明 的 “对 任意 的 x 天 0, >，| awx" | 发散" 矛盾 . 
(2) 当 R= + 时 ,有 Wi 
lim sup VI asx" | =|x| lim sup Vi a | = 0. 
由 定理 14.3.2, 即 知 级 数 (2) 在 整个 数 轴 上 都 绝对 收敛 
(3) 当 0 二 R 二 + %w 时 ,因为 
lim sup VI anx" | = [x |， 
由 定理 14.3.2, 知 级 数 (2) 在 (一 R,R) 内 绝对 收敛 .现在 [一 R,R] 之 外 任 取 一 点 


xo; 则 | x0 | 之 R. 如 果 > auxf 收敛 ,那么 对 任意 满足 条 件 | xo | 汪汪 之 RR 的 如 
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由 定理 15.4.1, 知 >， | awxf | 二 + o ,但 
n=0 


lim sup V | anx? = | = 入 >1 
由 定理 14.3.2, 知 》) | anxt | =+ o .这 个 矛盾 说 明 > anxf 发 散 . 
n=0 n=0 


由 此 可 见 , 徊 级 数 (2) 的 收敛 点 集 是 区 间 ( 一 R,R),R 称 为 级 数 (2) 的 收敛 半 
径 ,( 一 R,R) 称 为 级 数 (2) 的 收敛 区 间 . 这 时 和 客 级 数 (1) 的 收敛 区 间 是 (xo 一 R， 
xo 十 RR) .定理 15.4.2 实际 上 给 出 了 计算 R 的 公式 . 

例 1 用 定理 15.4.2, 容 易 算 出 震级 数 


n 


的 收敛 半径 分 别 为 1,+% 和 0. 
例 2 计算 短 级 数 >)2'x* 的 收敛 半径 . 
解 当 n=2k 时 ,a =2*; 当 n=2k+1 时 ,a =0. 于 是 
lim sup | Ww | = lim /DE 2 
因此 R= 1/vV2. 0D 
必须 指出 ,在 短 级 数 的 收敛 区 间 ( 一 R,R) 的 两 个 端点 x= ++R 处 ,级 数 的 收 
敛 性 没有 肯定 的 结论 .下 面 三 个 级 数 
vy x" ee x 所 
之 元 之 7 2 nx 
的 收敛 半径 都 是 1, 收 敛 区 间 是 (一 1,1). 但 第 一 个 级 数 在 左 端 点 x= 一 1 处 条 件 收 
印 , 在 右 端 点 x=1 处 发 散 ; 第 二 个 级 数 在 两 个 端点 处 都 绝对 收敛 ;第 三 个 级 数 在 两 
设 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 尺 , 它 在 区 间 (- R,R) 内 确定 了 一 个 和 函数 SCx). 
为 了 研究 SCx) 在 (-- R,R) 内 的 性 质 ,首先 要 知道 级 数 (2) 在 它 的 收敛 区 间 内 是 否 


一 致 收 倒 . 一 般 来 说 ,答案 是 否定 的 . 例如 ,级 数 在 它 的 收敛 区 间 ( 一 1,1) 内 


就 不 一 致 收敛 ,但 我 们 有 : 

定理 15.4.3 设 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R, 则 对 任意 的 rE(0,R), 级 数 (2) 在 
[一 +,r] 上 一 致 收敛 . 

这 时 称 级 数 (2) 在 (一 R,R) 上 内 闭 一 致 收敛 . 
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证 明 因为 当 xEL-r,r] 时 ,有 


| | | 


而 六 | an | r" 收敛 , 故 由 Weierstrass 判别 法 , 知 > ax 在 [一 +,rj]」 上 一 致 


短 级 数 的 这 一 性 质保 证 了 它 的 和 函数 不 仅 在 收敛 区 间 内 是 连续 的 ,而 且 具 有 
任意 阶 导数 . 

定理 15.4.4 设 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R, 则 其 和 函数 SCx) 在 (一 R,R) 内 连 
续 , 而 且 在 (一 R,R) 内 有 任意 阶 导数 : 


oo 


SOx) = Onn Dn—k+lax* (k= 1,2,.). (3) 


=k 
证 明 任 取 xoE( 一 R,R), 取 r 使 得 |xo| 二 +r 二 R, 于 是 xo EL 一 +,rj|C 
(一 RR,R). 由 定理 15.4.3, 知 级 数 (2) 在 [一 r+,r]j 上 一 致 收 敛 ,因而 SCx) 在 xo 处 连 
续 . 由 于 xo 是 (一 R,R) 内 的 任意 一 点 ,所 以 SCX) 在 (一 R,R) 上 连续 . 
为 了 证 明 SC(x) 在 (一 R,R) 内 可 导 , 考 虑 把 级 数 (2) 逐 项 求 导 后 所 得 的 级 数 
Si na (4) 
n=1 
由 于 
lim sup wm | aa， | = lim Vn lim sup va | 号 lim sup WT a | 
根据 定理 15.4.2, 知 级 数 (4) 的 收敛 半径 也 是 ,因而 级 数 (4) 也 在 [一 ,7] 上 一 至 


收敛 .于 是 对 级 数 (2) 而 言 ,定理 15.3.8 中 的 三 个 条 件 在 闭 区 间 L 一 +,rj 上 都 成 立 ， 
因而 


Sxy = SD na (5) 
=1 


在 [一 +,rj 上 成 立 . 由 于 r 可 任意 地 接近 R, 所 以 级 数 (5) 在 (一 R,R) 内 成 立 .反复 
运用 上 面 的 推理 , 即 知 式 (3) 在 (一 R,R) 内 成 立 . 
这 条 定理 所 揭示 的 正 是 寡 级 数 和 多 项 式 的 相似 之 处 . 
定理 15.4.5 设 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R,SCx) 是 它 的 和 函数 ,那么 对 任意 的 
XxXE( 一 R,R), 有 


pn Sn Un n+l 
| scodi 三 4 2， (6) 


而 且 式 (6) 右 边 震 级 数 的 收敛 半径 仍 为 R. 
证 明 不 妨 设 x 之 0. 由 于 级 数 (2) 在 [0,x*] 上 一 致 收敛 ,上 且 在 [0,x] 上 能 逐 项 积 
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分 ,所 以 有 

| (Ba )ar = P| Ca ya = ee, 
这 就 是 式 (6) .再 由 定理 15.4.2, 易 知 式 (6) 右 边 级 数 的 收敛 半径 也 是 R. 0 


利用 上 面 这 些 定理 可 以 求 出 一 些 适 级 数 的 和 ,还 可 以 把 一 些 初等 函数 展开 为 
震级 数 . 


例 3 求 等 级 数 2 me" 的 和 | 
解 易 知 这 个 震级 数 的 收敛 半径 R =1. 为 了 求 出 它 的 和 ,对 寡 级 数 
Dx = C| x | 1) 


逐 项 求 导 ,有 
> be 1 
n=1 (1 Es x)2” 
因而 
7" = (| wl 0 
n=1 


在 上 式 中 取 x 的 一 些 特殊 值 , 即 可 求 得 一 些 数 项 级 数 的 和 .例如 ,分 别 取 x = 
1/2,1/3, 得 


例 4 把 ln(1+x) 和 arctan x 展开 成 寡 级 数 . 
解 当 xE( 一 1,1) 时 ,有 


从 0 到 x 对 上 式 逐 项 积分 ,得 
lIn (1 + x)= 到 人 


a 下 = 
= > xX” (1 过 这 1)， 


再 对 等 式 


TR = > (— 1) "x 
逐 项 积分 , 即 得 arctan x 的 展开 式 : 
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< 司 (一 TX" 2n+1 i 
arctanx = 2 Fri 1 (= 二 过 让 过 1), 


在 收敛 区 间 的 两 端点 处 ,和 函数 有 如 下 性 质 . 


定理 15.4.6(Abel 第 二 定理 ) 设 级 数 (2) 的 收敛 半径 为 R. 如 果 在 x=R 处 
级 数 (2) 收 敛 , 则 其 和 函数 SCx) 在 x=R 处 左 连 续 ;如 果 级 数 (2) 在 x= 一 R 处 收 


敛 , 则 SCx) 在 x= 一 R 处 右 连续 . 


证 明 设 级 数 (2) 在 x= R 处 收敛 ,我 们 证 明 级 数 (2) 必 在 L0,R] 上 一 致 收 合 . 


事实 上 ,把 级 数 (2) 写 成 
n 一 站 n xX 
2 a = anR (党 ) 


由 于 了 asR" 收敛, 数列 | ( 关 ) } 对 [0,R] 中 的 每 一 个 x 而 言 是 递 碱 的 , 且 一 致 有 
界 .根据 级 数 一 致 收敛 的 Abel 判别 法 ,级 数 (2) 在 [0,R] 上 一 致 收敛 .所 以 SCx) 在 


x = R 处 左 连续 . 同 理 可 证 定理 的 另 一 半 . 
， 《= 
例 5 求 级 数 2; 与 之 和 二 的 和 
解 已 知 当 xE( 一 1,1) 时 ,有 等 式 
ln (1 十 x) = 3 Dy 
因为 上 式 右 边 的 级 数 在 x=1 处 收敛 , 故 由 Abel 第 二 定理 ,得 
YD 
n=1 n Wl 


利用 例 4 的 男 一 个 展开 式 


a i 二 2n+1 ET 
arctan x = 2) BI” ks 二 


5 DD" _ 工 
< 2 十 二 4 


再 来 看 一 个 稍 难 的 例子 . 
例 6 求 级 数 忆 (1)" 古寺 的 和 


3n+l1 
解 “与 例 5 类似 ,考虑 窜 级 数 


Sx) = DC- 1)" 
n=0 


3n+1 


1 pe 
3n+l1 
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易 知 , 它 的 收敛 半径 是 1. 由 于 它 在 x=1 处 收敛 , 故 由 Abel 第 二 定理 知 , 它 的 和 函 
数 SCx) 在 x=1 处 左 连 续 ,因而 有 


(JJ = limS(x). 
2 3 1 xX>1 
由 于 SC0) = 0,S’(x) = (De = 一 二 ,所 以 
Sh 1 二 汗 
PC D" sri lmSCx) = Ee Cdt 
= In2 + 一 
= | 1 十 二 引 和. 局 )- 1 


Abel 第 二 定理 的 逆 定 理 是 否 成 立 ? 即 若 > anx" 的 收敛 半径 为 1( 这 里 设 


R= 1a Elim Paw" = = 4 存在 ,能 和 否 断 言 2 = A? 很 容易 举 出 使 上 述 结论 


Xl1] n= 


不 成 立 的 例子 . 例如 ， 宕 级 数 (- D"x" 的 收敛 半径 为 1, 它 在 (- 1,1) 内 等 于 


n=0 
LAC1 十 X), 因 而 


lim >)(- Dex" = 训 


X->1 n=0 


存在 ,但 级 数 >)(- 1)" 显然 是 发 散 的 .如 果 给 系数 a, 加 上 适当 的 条 件 , 那 么 上 面 


n=0 


的 逆 定 理 也 能 成 立 . 
定理 15.4.7(Tauber 定理 ) 设置 级 数 》 ax" 的 收敛 半径 为 1, 且 


n=0 


lim > (ep | 
xl n=0 


存在 .如 果 


那么 > an = A4. 
n=0 
证 明 由 假定 知 limna。 =0. 若 令 
6», = sup{| ka |)， 
k=n 
则 当 n 一 % 时 ,6， 递减 趋 于 0. 今 
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S(x) = >yanx" (0< 福 xx 二 1). 


n=0 
对 任何 正 整 数 N ,都 有 
N N 
Dlas -A= Da,— SC(x)+S(x)—A 
n=0 n=0 
N 
= Za i 坟 罗 二 下 学: 三 二 《SC 一 过 ) 
n= n= N+1 
= T(x) + T(x) + Ts(x). (7) 
对 xEL0,1), 有 


N 
[CGAI-xD) an (+xt+.+x"!) 


n=1 


N 
1- x nla |<— x No, (8) 
n=1] 
| Ba | YD | mi | 
n=N+1 n N ,SR 
N+1 
-SE (9) 


N1l—x ~ N(l- 2X) 
二 一 VY Sn/N, 即 N(1= xw? AM SN . 易 见 当 N-=~o 时 ,xx 一 |. 由 式 (8) 和 式 


由 


(9) ,可 得 
| T1(xn) | 过 O00 VON， 
| 各 ew | 计 ue = 开本 |， 
73(CXN) 二 SCXN) 一 从 

由 式 (7) , 即 得 


N 
[Ba -Al<Go + Vorv+| SC(xn) -Al. (10) 
n=0 


令 N 一 %, 由 式 (10)， 即 得 也 a。 = = 
另外 一 个 简单 的 充分 条 件 是 a 宇 0. 由 这 个 条 件 即 可 保证 定理 的 结论 成 立 ,证 
明 留 作 练 习 . 
后 来 看 两 个 震级 数 如 何 相 乘 . 设 症 oo Dh 的 收敛 半径 均 为 R, 那 
么 当 | x | 一 尺 时 ,这 两 个 震级 数 都 绝对 收 全 ,它们 的 乘积 就 等 于 它们 的 Cauchy 
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乘积 : 


oo 


(Ba )( 2 bax") = >> (ax!) (bn_ix" ) 
n=0 n=0 =0 


这 样 ,我 们 已 经 证 明了 : 
定理 15.4.8” 设 》 asxc* 和 buxr 的 收敛 半径 均 为 R, 那 么 当 x E (- R， 
R) 时 , 有 人 
3 So 
其 中 c, = Dabriln = 0,1,2,…). 


例 7 由 于 当 |x|<1 时 ， Dr = = 二 ' 故 若 吞 级 数 > awx" 的 收敛 半径 是 
1, 那 么 当 | x | 二 1 时 ,有 


1 a PP 2 


这 里 5， = 站. 类 推 下 去 , 便 有 


1 bd oo 
一 一 一 一 tn = (Sot+ Si1 + + S$,)x", 
Tx 和 2 . 


等 等 . 
例 8 证 明 : 当 xE(-1,1) 时 ,有 
Dn Tn + Wr = 
证 明 由 例 7, 知 
8 
5 = (n+ Dx". 
(1 — x)? Ee = > Te 
再 用 一 次 例 7 的 结果 , 即 得 
这 就 是 要 证 的 等 式 . 
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练习 题 15.4 


. 求 下 列 宕 级 数 的 收银 半径, 并 研究 它们 在 收敛 区 间 端 点 处 的 性 质 : 


ey 间 位 3 于) @ 习 (1+ 责 ++ 寺 je 
(3) 3 (E+ )x(a>0b>0: (W > (2) x 
. 求 下 列 广 义 寡 级 数 的 收敛 点 集 ， 


入 1 下 一 AN 
全 2 , 
w 1 、- 呈 
(2) et em; 
(3) > (二 }; sin 六 
设 》) 六 和 > b,x" 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 和 R. 证 明 : 
(1) Tea, + b,)x”" 的 收敛 半径 R 宇 min(Ri,R;); 


(2) 2 Casb,)x" 的 收敛 半径 R 之 Ri1R，; 
n=0 


(3) 举例 说 明 在 (1) 中 R 之 min(Ri,R) 和 在 (2) 中 R > RiR; 的 情形 都 是 可 能 发 生 的 . 
i si tt 


(1) > 二 X21 


n=0 


X27 +1 


rt 


WV 
63) > n(nt+t+1). 
. 证 明 下 列 等 式 在 区 间 ( 一 1,1) 内 成 立 : 


3 » xX+4x 不 
Dx (l= 


(2) Pi yn! 


(2) On + 1D) (n+2)(n+3)x" = 


. 设 


1 
本 二 动人 


1 = lim inf ， 革 = lim LSsup | 


n+1 n+1 
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如 果 短 级 数 >) anx" 的 收敛 半径 为 R ,证 明 : 
{i 和 RL 


7. 设 宕 级 数 > awx" 的 收敛 半径 为 1, lim > ax" = A. 如 果 a, 这 0, 证 明 : 2)a, = 4. 


x>1 n=0 n=0 


8. 利用 定理 15.4.8 和 定理 15.4.6, 证 明定 理 14.6.3. 


问题 15.4 


1. 设 忆 a 是 一 个 发 散 的 正 项 级 数 .如 果 lim 二 全 二 = 0, 证 明 ; 级 数 ax 的 收敛 半 


径 R = 1. 
区 ee 
站 名 Er 
各, 了 二 
二 局 全 2mCG 上 1). 
4. 证 明 : 
1+ 》 Qn+ D1 1 = 工 n 2 


人 
5. 设 寡 级 数 > asx" 的 收敛 半径 为 尺 , 旦 av 三 0. 
n=0 


(1) 证 明 : lim 3 三 1 


x>R n=0 n=0 


(2) 由 (1), 证 明 : >) 二 =+%. 
n=1 


15.5 函数 的 需 级 数 展开 式 


前 面 我 们 讨论 了 由 和 窜 级 数 所 确定 的 和 函数 的 性 质 ; 这 一 节 要 讨论 一 个 函数 在 
什么 条 件 下 能 展开 成 震级 数 以 及 如 何 展开 ， 
设 函 数 f 在 区 间 (xo 一 民 ，Xo 十 尺 ) 内 能 展开 成 寡 级 数 


。244 。 


〇 第 15 章 函数 列 与 函数 项 级 数 


f(x) = > (=. 


根据 定理 15.4.4,f 在 (xo 一 R,xo+ R) 内 有 任意 阶 导数 ， 这 是 了 能 展开 成 震级 数 
的 必要 条 件 .其 次 ,由 于 


fx) = Dnno-Den— k+lax— xXx) (k= 1,2,..), 


令 x= xo, 则 得 
fCxo) 
kl 
这 就 是 说 ,如 果 f 能 展开 为 x 一 xo 的 寡 级 数 ,那么 这 个 震级 数 一 定 是 下 面 的 这 种 
形式 : 


(天 = US 2 


人 二 


a (Cn) 
fx) 二 > 三 xzo) dx ~ Sapp 
n=0 nl 


现在 设 在 x = x 处 有 任意 阶 导数 ,那么 由 了 就 能 作出 得 级 数 
户 ”(CXo) (xo) 
2 


称 这 个 第 级 数 为 了 在 x=xo 处 的 Taylor 级 数 , 记 为 
oo (n) 
f0%) ~ 3 x x0)". (1) 
特别 地 , 当 xo =0 时 ,级 数 


(x Ee Xxo)” 9 


也 称 为 了 的 Maclaurin 级 数 . 
只 要 了 在 x= xo 处 有 任意 阶 导数 ,就 能 作出 它 的 Taylor 级 数 (1). 但 这 个 级 数 
不 一 定 是 收敛 的 ,即使 收敛 ,也 未 必 收 敛 到 f 自己 .例如 函数 


Fa = 忆 氏 经 
这 是 一 个 由 函数 项 级 数 确定 的 函数 .利用 定理 15. 3.4, 不 难 证 明 它 在 (- ,+ %) 
上 有 任意 阶 导数 . 它 在 xo =0 处 的 Taylor 级 数 为 


1)ke2 


( 
Te > Tr Xx, 


这 个 级 数 除 x = 0 外 是 处 处 发 散 的 . 
再 如 函数 
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f (Ry SS fe xx 天 0， 
0， x 三 0， 


在 4.3 节 中 ,我 们 证 明 过 
fm(0) =0 (Cn = 0,1,2,.). 
因而 它 的 Taylor 级 数 收 敛 于 0, 而 不 收敛 于 f 自 己 . 
于 是 产生 这 样 的 问题 ,f 要 满足 什么 条 件 才 能 保证 它 的 Taylor 级 数 收敛 于 f 
自己 ? 即 在 什么 条 件 下 ,等 式 


f(x) = Sy oe = No" 
ns0 | 
成 立 ? 
设 f 在 (xo 一 R,xo+R) 上 有 任意 阶 导 数 .根据 Taylor 公式 ,对 (xo 一 R,xo + R) 
内 的 任 一 点 x, 有 


I n (k) 
FER) = > x — Xxo)* + R, (xX), 
k=0 . 


其 中 R, (x) 是 余 项 . 它 有 两 种 表示 :Lagrange 余 项 
i (é&€) 


cs n+l 
站 中 元》 三 Cn Lt os 
Cauchy 余 项 
(n+1) 
R(X) = x = WIN — Ko)s 


其 中 和 7 是 介 于 xo。 和 x 之 间 的 数 .因此 ,ff 能 在 (xo 一 R,xo + R) 上 展开 为 
Taylor 级 数 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 xE (xo 一 R,xo + R), 有 
limR, Cx) 三 0 
下 面 的 定理 给 出 了 一 个 能 在 (xo 一 R,xo + R) 上 展开 为 Taylor 级 数 的 十 分 
便于 应 用 的 充分 条 件 . 
定理 15.5.1 如 果 存 在 常数 M, 使 得 对 (xo 一 R,xo + R) 内 的 所 有 x 及 一 切 
充分 大 的 正 整数 n, 均 有 
| fx) |<M, 
那么 f 能 在 (xo 一 R,xo + R) 上 展开 为 Taylor 级 数 . 
证 明 ”只 需 证 明 在 上 述 条 件 下 ,有 
limR, (x) =0 (x0—- Rx 过 xo t+ R). 


事实 上 ,利用 Lagrange 余 项 ,可 得 
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ome 
(n+ 171 


|x— xo Ll R"™*!1 
i (n+1)! 全 (1 十 1)1 


| RiCx) | = (x— x0)"! 


由 于 级 数 忆 和 收敛 ,所 以 lim fi = 0, 从 而 得 
limR, Cx) =0 (xo— Rx + R). 
例 1 求 函数 e* 的 Maclaurin 展开 式 . 
解 ”因为 (e*)'”=e*(n=0,1,2,…), 故 其 Maclaurin 级 数 为 
i 


CB” es 


nn 三 


我 们 证 明 对 任意 的 xE (一 ,+ %), 上 式 为 一 个 等 式 .为 此 , 任 取 正 数 R, 当 |x | 一 
R 时 ,对 一 切 自然 数 n, 均 有 


| (ex* YD | 三 ex er. 


根据 定理 15.5.1, 等 式 


oc 
n 


a (2) 
n=0 


在 (一 R,R) 上 成 立 .由 于 R 是 任意 的 , 故 式 (2) 在 (一 ,+ %) 上 成 立 . 


例 2 求 函数 sinx 和 cosx 的 Maclaurin 展开 式 . 


解 ”因为 
Cn) i nn : Nn 
(sin X) |;-0= sin (x + ) i 
区 n 三 2K， 
(1)*, n= 2k+l, 
且 
| (sin x)'™ | = sin( x+ ) 1 (一 mo 二天 < 二 + 天)， 


所 以 根据 定理 15.5.1, 有 


ee k 
sinx = >) (— 1) A (= 6 + mm), 


A Qk + DI™ 
用 同样 的 方法 ,可 得 
_ (= 1 2k 
COS X 之 CTZ (二 六 计生 


例 3 求 函数 f(x)= (1+x)" 的 Maclaurin 展开 式 ,其 中 «是 任意 的 实数 . 
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2 (2 + R(x), 


k=0 


其 中 


(“)]- ac(a 一 De -k+D (9 中- i 


_a(l(a—1).…(a—n) 
Rey nl 人: 


这 里 0 二 0 二 1, 并 且 对 R(x) 已 经 得 到 如 下 估计 : 


ee Ca mx) |x |, ER 


上 (1 + Ox) "lx"!, 


| R.(x) |< 
Lote ~ Doe BI | x tl el 


nl 
由 于 当 |x| 过 1 时 ,级 数 
S'lale ~ D(a = | | es ow, 


放 lim12(9 一 上 (4 一 |x|"+1 =0. 这 就 证 明了 
limR, (x) =0 (|x|<=1). 
从 而 有 展开 式 


(1 + x)" = > (je (| x|=D. 
t=0 \k 


等 式 (3) 在 x= 土 1 处 是 否 成 立 ? 分 下 面 几 种 情形 来 讨论 : 
(a) a 委 一 1. 这 时 ， 


(0)|= Fe = 小 Ca- 大 +1) >KI-1， 


过 局 
从 而 当 x= 土 1 时 , 式 (3) 右 边 的 级 数 发 散 . 
(b) ~ 1<a<0, 当 X= 一 1] 时， 


TAR al -at l(a+k-1) 
人 所 


二 |al(al+D):…(|la|l+k—-1) 
kl 


|allal+l1...la|l+k-1 
k 1 起 一 1 
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从 而 级 数 》 (< )(- 1)* 发 散 . 
当 x=1 时 ,级 数 


Sa Wila —1) ,aa 一) 一 幼 ... 
2 (7)=1+at i 3 + 


是 一 个 交错 级 数 .并 且 由 1 二 和 之 2 一 1, 得 


四 


a(a 一 1)…(a 一 大 +1) 
kl 


a(Cw 一 1)…(a 一 大 十 1) 


全 Kk! 


全 二 到 


| 是 一 违 碱 数列 .再 由 14.7 节 中 的 例 7, 知 


W* 


从 而 由 Leibniz 判别 法 即 可 断言 > 人” ) 收 全 


和 | 
k+l 


， 


故 | 


四 


lim 
k—>% 


(c) a 二 0.14.3 节 中 的 例 5 已 经 用 Raabe 判别 法 证 明了 级 数 | () [< co . 

因而 级 数 
(xe)’ Ps Dy 

绝对 收敛 . 

综 上 所 述 ,根据 Abel 第 二 定理 , 式 (3) 成 立 的 范围 如 下 : 当 o 委 -1 时 , 式 (3) 只 
在 (一 1,1) 上 成 立 ; 当 一 1 二 a 二 0 时 , 式 (3) 在 (一 1,1] 上 成 立 ; 当 a0 时 , 式 (3) 在 
[一 1,1j 上 成 立 . 0 

定理 15.5.1 给 出 了 把 函数 展开 为 寡 级 数 的 方法 . 除 此 之 外 ,利用 某 些 函 数 的 
已 知 展 开 式 ,通过 过 级 数 的 微分 、 积 分 以 及 代数 运算 也 能 作出 其 他 一 些 函 数 的 寡 级 
数 展开 式 .15.4 节 中 的 例 4 通过 寡 级 数 的 逐 项 积分 求 得 了 函数 In(1+ x) 和 arctan x 
的 寡 级 数 展开 式 . 下 面 再 看 三 个 这 样 的 例子 . 


例 4 求 函数 证 一 -jC5 一 的 Maclaurin 展开 式 . 
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解 ” 易 知 
1 Ee 
(1—x)(2—-x) 1-x 2 一 X 
而 

下 

3 (-1<=<x<=)), 

T 了 了 二 TS 二 和 > 

J (2 之 之 双 . 
2 


因此 当 一 1 二 x 过 1 时 ,有 
a Dl 
例 5 把 函数 轩 ( 一 避 展 开 为 Maclaurin 级 数 . 
解 ” 易 知 
In(1 — x) =-— Ey ly 
由 15.4 节 中 的 例 6, 可 得 机 


lm =X》 总 ri 
= 2 (1t 吉 + + (~-1=x=1). 


例 6 把 函数 mn 革 幸 展开 为 军 级 数 . 
解 已 知 


(4 DD LD 


n=1 


nl) = DE ll). 


n=1 
两 式 相 减 即 得 


oo 


22; 或 Te 


人 全 


下 面 六 个 初等 函数 的 震级 数 展开 式 以 后 会 经 常用 到 ,应 该 熟练 地 掌握 : 


oo 


= WE (oo<x<+o)， 


40on! 


; i Rl 
SINX 二 2 rt” I (一 ce (过 x=+ co )， 
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名 


C= ai .gs 
cosx = 2 aT ( 2 


(一 1 
n 


oo 


In(1+x) = >， 


n=1 


XW” (一 1 芝 计 所])s 


_ STC- De sii 7 
arctan x = 2 dn Yi 《全 本 


(1 + x)*=1+ >) a(a te 一 开 + Dn 
n=1 * 


最 后 一 个 展开 式 的 成 立 范围 视 a 的 数值 而 定 , 详 见 例 3. 


练习 题 15.5 


1. 利用 已 知 的 初等 函数 展开 式 , 写 出 下 列 函 数 的 震级 数 展开 式 : 


(1) ee ; (2) cos2X; 


天 于 大 
(3) 本 0) 


《S57 《1 市 区 6; 
2. 求 下 列 函 数 的 寡 级 数 展开 式 : 
(1) (1 + x)ln(l + x); (2) xarctan x 一 In Vl+wx’; 


(3) (4) (1 + x?)arctan x 


大 
(1— x)(l- x) 
3. 将 下 列 函 数 展 开 成 震级 数 : 


(1) arcsin x; (2) In(x + V1l+ x ); 
3) | etar. 
of 


4. 把 函数 (x) =Inx 按 关 -的 正 整 数 寡 展 开 成 寡 级 数 ， 


Pe x Xx 
5. 把 丽 数 f(x) = -二 按 区 的 正 整 妆 寡 展 开 成 宕 级 数 ， 


问题 15.5 


1. 证 明 : 


~ 


fix) = bp Sin 2”x 


nl 


n=0 
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在 x=0 处 的 Taylor 级 数 除 x=0 外 处 处 发 散 . 
. 设 上 及 其 所 有 导数 在 区 间 [0, 门 上 都 是 非 负 的 .证 明 :三 能 在 L0,”j 上 展开 为 Taylor 级 数 


入 (nn) 
flx) = >) ye -a 
n=0 . 


[Se 


3. 求证 : 


i li 


3 5 7 9 11 
4. 设 5, = 2 吉 Cn = 2,3,…). 证 明 ， 


k=1 


式 中 y 是 Euler 常数 . 


15.6 用 多 项 式 一 致 吉 近 连续 函数 


设 三 是 定义 在 有 限 闭 区 间 [La ,bp] 上 的 函数 .如 果 对 任意 的 s 盖 0, 总 能 找到 多 项 

式 已 ,使 得 对 La ,bj 中 所 有 的 x， 
| f(x) - P(x) | 一 

成 立 , 则 称 了 在 La ,bp ] 上 能 用 多 项 式 一 臻 逼近. 

什么 样 的 函数 能 在 [La ,5] 上 用 多 项 式 一 臻 逼近 ? 

如 果 三 在 (-R,R) 上 能 展开 成 寡 级 数 , 那 么 对 任意 的 La ,bjJCC-R,R), 太 在 
La,bj 上 能 用 多 项 式 一 致 逼近 .但 是 能 展开 成 震级 数 的 函数 毕竟 是 范围 很 窗 的 一 
类 函数 ,因为 它 要 求 函 数 有 任意 阶 导 数 ,而 且 就 像 在 15.5 节 中 所 看 到 的 ,即使 这 样 
强 的 条 件 还 是 不 充分 的 . 下 面 我 们 将 看 到 ,三 能 在 La ,bp] 上 用 多 项 式 一 臻 逼近 的 充 
分 必要 条 件 是 ,三 在 La,b] 上 连续 . 必要 性 是 明显 的 , 因为 如 果 f 能 用 多 项 式 在 
La,bj]j 上 一 致 双 近 , 那 么 对 任意 的 正 整 数 n ,存在 多 项 式 已, ,使 得 不 等 式 


| f(x) - P(x) [< 二 


在 La,bj 上 成 立 . 这 说 明 多 项 式 序列 {P, } 在 [a,b] 上 一 致 收敛 于 f, 因 而 f 在 
La,bj]j 上 连续 . Weierstrass 在 1885 年 证 明 f 连续 这 个 条 件 也 是 充分 的 .这 就 是 : 
定理 15.6.1(Weierstrass 逼近 定理 ) 闭 区 间 [La,p] 上 的 任何 连续 函数 三 都 
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能 在 这 个 区 间 上 用 多 项 式 一 臻 逼近 . 
为 了 给 出 这 个 定理 的 证 明 , 我 们 要 引进 f 的 Bernstein( 伯 恩 斯 坦 , 1880 一 
1968) 多 项 式 的 概念 . 
记 
BPCxY = (= We 
不 难 证 明 B?(x) 有 下 面 三 条 简单 的 性 质 : 
(1) 对 xE[0,1]， 


Br(x) 0 (i= 0,1,,n); (1) 
(2) 对 xE[0,1]， 
DBrCx) = 1; (2) 
i=0 


(3) 设 P(x) = 》)aiB?(x) ,那么 
i=0 


n—l 
P’'(x) = no) Cain — ai) Br (x). (9 
i=0 
式 (1) 是 显然 的 . 
由 二 项 式 定 理 , 即 得 
27 B? (x) = 2 pert -xs = (x+(1— x))"=1. 
i=0 l 


i=0 


从 而 式 (2) 成 立 .现在 来 证 明 式 (3). 因 为 P(x) = 2 ai 人 


n 
1=0 i 


jd -ze 所 以 


= 


至 nl i-1 ni 
= Par crn 4 


i=1 


Ey nl i ni-l 
ar Tn I (CE 一 站 

=1 元 

过 i n-i-l 

am Tm i i* Xx) 
= nl 

于 _ : i n-i-l 
TT (一 -到 
n—l 


二 hn (dir 一 Bl BET( RY 
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现在 给 出 f 的 Bernstein 多 项 式 的 定义 . 
定义 15.6.1 设 f:L0,1]>R. 称 


， i 了 了 i 
Bt fxny 二 Dn) = 27(5 jarc) 
为 f 的 n 次 Bernstein 多 项 式 . 
作为 例子 ,我们 给 
fC 
这 三 个 函数 的 Bernstein 多 项 式 . 
由 式 (2) ,可 得 
Ca SS SB 己 于 (4) 


i=0 


因为 B,(x;x) = 》) 二 BYCx), 故 由 式 (3), 即 得 
0 


= 


锋 一 站 
B' (x;x) = n >) LB?1(x) = 1， 
i=0 


从 而 有 B,C(x;x)=x+c. 令 x=0, 即 得 c=0, 因 而 有 
Bx = x (5) 


n :2 
由 于 B(x?;x) = 》) 三 Br (x), 由 式 (3), 可 得 
; n 


i=0 


a 2i 1 所 
i 二 n—l1 
De 二 之 8 (x) 


i=0 


n—l 。 
a 
允 4 区 一 1 n 
1 1 
= gl 全 


于 是 


B, (sxX) 三 (1 一 
令 x=0, 即 得 c=0. 因 而 得 
Balx23x) = (1 一声)jx? + 过 (6) 
由 式 (4) 一 (6) ,可 得 : 
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引 理 15.6.1 对 xE[0,1], 有 不 等 式 
Dk -nx)?BL(x) 2H. 
k=0 4 
证 明 计算 得 
2 Ck — nx)? BL Cx) 
k=0 


DPD) Ck? — 2knx + nx?) BLCx) 
k=0 


n 2 n n 
深 说 六) Kk BrCx) 一 Zn > KBrCx) 十 n?2x? >) Bi Cx) 
k=0 7 k=0 7 k=0 
= 12 万 ,(X2;X) — 2n*xB,(x;xX) + n2x? 


兰 as( {1 污 二 jz 于 六 | -2n2 记 + n2x? 


lI 


nx(l1 一 x) 过 芝 . 


4 
这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 . 

定理 15.6.1 的 证 明 证明 分 为 两 部 分 . 

(a) 设 f 是 [0,1] 上 的 连续 函数 .我 们 证 明 f 的 Bernstein 多 项 式 在 [0,1] 上 一 
致 收敛 于 . 

因为 了 在 L0,1] 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,所 以 对 任意 给 定 的 s 盖 0, 存 在 $S 盖 0, 当 
x ,x EL[L0,1], 且 满足 |x 一 x | 二 6 时 ,有 |f(x ) 一 了 f(x”)| 二 e/2. 由 式 (2), 可 得 


fx) = D> fx) B(x), 
k=0 


因而 有 
:a f(E)- fox) B(x) 
k=0 
= DF(E)- fx) | BCo + Bl E)- fo | Be) 
KEEI ( 
> S1 + 92， (7) 
这 里 
E = (k:|€-x|> 0), ks 三 (ks Ex < 一 引 


因为 f 在 L0,1] 上 连续 ,所 以 有 界 . 设 |f(x) | 三 M (0 过 x 过 1). 于 是 由 引 
理 15.6.1, 得 


* 255 。 


数学 分 析 教 程 


SS 


KE 已 


< 弹 忆 (r -x) BrCx) 


3 


Bi(x) <2M >, B(x) 


KEE! 


/全 j= 


= mK mY BC) 


2 2 
3 SM tk 一 mx) BE(x) < 283 2 (8) 
对 $2, 利用 了 在 [0， 1] 上 的 一 致 连续 性 ， 可 得 
_ k\_ n 过 
Sy = 加 a)| BC 之 全 ， (9) 


由 式 (7) 一 (9), 即 得 


M ,|e 
| B, (f;x) 一 jz) |< a + 9 


令 1[M/Cs62)] , 则 
| B,Cf,x) — fx) |e 
对 任意 的 xEL0,1j 成 立 .这 就 证 明了 B,(f;x) 在 [0,1j] 上 一 致 收敛 于 f(x). 
(b) 现 设 f 在 [a ,bj 上 连续 . 作 变 换 

散失 履 咎 .2b 一:@ 
记 fla+t(b 一 a))=g(1), 那 么 g 是 [0,1] 上 的 连续 函数 .由 上 面 证 明 的 (a) ,对 任 
意 的 s 二 0, 存 在 多 项 式 P(1) ,使 得 

| g(1) -PCD) | 一 s 


在 [0,1] 上 成 立 . 把 上 = 庆 


< e 


| 
在 La,bj 上 成 立 .这 就 证 明了 定理 15.6.1. 
必须 指出 ,如 果 把 有 限 闭 区 间 [La ,bj] 改 成 开 区 间或 无 穷 区 间 , 定 理 就 不 再 成 
立 . 例 如 ,f(x)=1/x 是 (0,1] 上 的 连续 函数 ,但 它 在 x=0 的 附近 是 无 界 的 ,因此 
不 可 能 用 多 项 式 来 一 臻 逼近 .同样 ,F(x) =1/x 也 在 [1, + %) 上 连续 且 有 界 , 而 任 
一 多 项 式 在 L1, + % ) 上 必定 无 界 , 故 也 不 能 用 来 一 致 逼近 f(x). 
上 面 给 出 的 Weierstrass 定理 的 证 明 ,在 数学 上 叫做 “构造 性 证 明 ”. 它 不 仅 证 
明了 允 近 f 的 多 项 式 P 是 存在 的 ,而 且 给 出 了 P 的 具体 构造 ,这 就 是 的 Bern- 
stein 多 项 式 序列 B, (f ;x). 进 一 步 的 问题 自然 是 允 近 的 速度 如 何 .如果 逼近 的 速 
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度 很 快 ,那么 用 B, Cj;x) 代 蔡 f(x) 在 数值 计算 上 将 取得 很 大 的 效益 . 遗憾 的 是 实 
际 情况 并 非 如 此 .例如 ,对 /xz)= 因 ,由 式 (6), 可 得 


B(x2;x) 一 X2 = xX(1— x) < 1 
n 4n 


这 就 是 说 ,用 x? 的 Bernstein 多 项 式 来 逼近 x* 时 ,逼近 的 阶 是 1/ 这 是 非常 慢 的 
速度 .由 此 足以 说 明 , Bernstein 多 项 式 在 数值 计算 的 应 用 上 是 没有 前 途 的 . P.J. 
Davis 在 20 世纪 60 年 代 中 期 出 版 的 插值 与 逼近 ;一 书 中 谈 到 这 一 点 时 曾 说 ,或 许 
当 人 们 发 现 台 近 多 项 式 在 大 范围 内 的 性 质 比 允 近 的 速度 更 重要 时 ,Bernstein 多 项 
式 才能 得 到 有 效 的 应 用 .事实 证 明 ,Davis 的 看 法 非常 正确 . 差不多 在 他 发 表 这 一 
看 法 的 同时 ,Bezier 已 经 把 Bernstein 多 项 式 的 “ 保 形 性 质 ”( 见 练习 题 15.6 中 的 第 
1 题 ) 用 到 了 自由 型 曲线 和 曲面 的 设计 中 了 . 


练习 题 15.6 


1. 证 明 Bernstein 多 项 式 的 保 形 性 质 : 
(1) B,Cf;0)=f(0),B,(f;1)=f(1); 
(2) 如 果 三 0, 那 么 B, (有 三 0, 如 果 FE0, 那 么 B, (<0; 
(3) 如 果 了 递增 ( 减 ) ,那么 B, (有 ) 也 递增 ( 减 ); 
(4) 如 果 f 是 上 是 函数, 那么 B, (用 也 是 是 函数 . 
. 设 fECLasbj. 
(1) 如 果 


DD 


| fodx"dx =0 (n= 0,1,2,.), 
那么 f(x) 硅 0; 
(2) 如 果 存 在 正 整数 N ,使 得 
| Feardx =0 (nN), 
那么 f(x) 寺 0. 
. 设 f€ CL0,1]. 如 果 存 在 正 整数 上 ,使 得 
| ooxedx =0 (n= 1,2y°), 


CD 


证 明 :f(x) 夺 0. 
. 设 fEcL-1,1]. 证 明 : 
(1) 如 果 


心 


村 
| wpCxydx = 0 Cn = 0 lym) 
1 
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那么 了 是 偶 函 数 ; 
(2) 如 果 
| efoodx = (w= 
那么 f 是 奇 函 数 . 
5. 证 明 : 若 /在 (- ,+ cc) 上 能 用 多 项 式 一 臻 逼近 ,那么 f 必 为 一 多 项 式 . 
6. 设 fECL1l,+ wm], 且 limf(x)=1 存在 有 限 . 证 明 : 对 任意 的 e>0, 存 在 多 项 式 PCx) ,使 
得 | f(x) 一 PCO/x)|=e(ll<x<+ %). 


问题 15.6 


1. 按照 下 列 步骤 给 出 Weierstrass 逼近 定理 的 另 一 证 明 : 
GD) 设 c。 = 儒生 - xza)*dxz) ,证 明 cs 过 Vn. 
(2) 设 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,并 且 f(0)= 了 (1)=0. 当 x&F[0,1] 时 ,定义 f(x)=0, 记 
Q(xX)=c,(1 一 x?)", 证 明 ; 
P.(x) = | je + 1)Q,.(t)dt (0 委 X 委 1]1) 
是 一 个 多 项 式 , 而 且 
lim Pa(x) = f(x) 
在 L0,1] 上 一 致 地 成 立 . 
(3) 当 f(0) = f(1)=0 的 条 件 不 成 立时 ,证 明 Weierstrass 通 近 定理 . 
2. 设 f 在 [0,1] 上 有 连续 的 导数 .证 明 : 
lim B'(f;x) = f (x) 
在 L0,1] 上 一 致 地 成 立 . 
3. 设 fe CLa,b]. 试 证 明 : 存 在 递增 的 多 项 式 序列 
Pi(xX) Po RA P(E Plx)RS (REESEb), 
使 得 {P, (x)} 在 La,bj 上 一 致 收敛 于 f(x). 


15.7 稳 级 数 在 组 合 数 学 中 的 应 用 


震级 数理 论 在 组 合 数学 中 的 应 用 是 通过 母 函 数 这 一 概念 来 实现 的 . 
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定义 15.7.1 设 {(a"} 是 一 个 给 定 的 数列 . 称 害 级 数 
Se 三 从 十 Hi 十 二 证 林 
为 {an} 的 母 函 数 或 生成 函数 . 
数列 和 它 的 母 函数 之 间 是 一 一 对 应 的 .引进 母 函 数 概念 后 ,有 些 与 数列 有 关 的 
问题 可 以 通过 它 的 母 函数 来 解决 . 
15.5 节 中 的 例 3 已 经 得 到 了 函数 (1 + x)" 的 震级 数 展开 式 : 对 任意 的 实数 
a, 有 
C14 >|” je (x|=1. (1) 


这 说 明 函 数 (1+x)" 是 数列 


的 母 函 数 . 
根据 这 一 事实 , 便 可 推出 若干 有 趣 的 组 合 恒等式 . 
例 1 设 a,P 是 任意 的 实数 .证 明 : 


og ym 
el ll M 2 (2) 
证 明 因为 数列 | (”) ,| () 的 母 了 数 分 别 为 Q+ "与 Q+ ?所 以 


(1 + XxX)" = (1 +x) (1 +x) 
= (Be) (Be) 
过 /a Bb 
= 
这 里 我 们 已 经 应 用 了 定理 15.5.1 由 此 可 见 ,一 方面 数列 | 2 (“) (，“，) | 的 母 


函数 是 (1 + ze+2; 但 另 一 方面 ， | 点 A | 的 母 函 数 也 是 (1 + xz)…4. 这 两 个 数列 应 


该 是 相同 的 .这 样 就 得 到 了 等 式 (2). 0 
若 在 上 面 的 等 式 中 取 a= 6=n, 则 可 得 等 式 


te) 
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例 2 设 p,q,n 都 是 非 负 整数 .证 明 : 


人 (3) 
ks=0o、 Pp 9 力 二 好 古 1 
证 明 ”由 式 (1), 得 
DE = i n 
CL wh = > ( je (4) 
因为 
(7 = CRIP “nn 
n nl p 
故 由 式 (4) ,可 得 
Wag p+n 
1 — % 三 " 
( 半 > 机 六 
同 理 , 可 得 
Cl x te 2 “hs 
n=0 dq 
因此 


De 


这 说 明 数列 | 忆 (””“) (””””“) 的 母 数 是 (1 - -ww ,但 它 同时 又 是 
数列 | (” ”1 ) 的 母 西数 ,因而 式 (3) 成 立 0 


母 函数 方法 还 是 求解 线性 递 推 数列 一 般 表达 式 的 有 力 工具 . 
例 3 设 数 列 {a,} 满 足 线性 递 推 关系 
Wn SS ni tang (NS 2892 
已 知 初始 值 co = 1,a1=1, 求 {4} 的 一 般 表 达 式 . 
解 ” 设 数列 (a, }) 的 母 函 数 是 f(x) .我们 有 


flr) = Da 1+ DN 
n=0 n=2 
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(1—x—x)fx) =1+> (Con — ani an2)x" =1. 
n=2 


从 而 得 {a，) 的 母 函 数 
Fo = Ti 
为 了 求 出 {a,) 的 一 般 表 达 式 ,只 要 把 FCx) 展 开 为 寡 级 数 就 行 了 . 先 把 f(x) 分 解 成 
部 分 分 式 : 
1 1 
i ): 
其 中 ri,r2 是 方程 1 一 x 一 x?=0 的 两 个 根 : 
_ 一 下士 _ -1-V5 
FY 三 2 》 和 三 。 
由 于 
SA 1 i , 
无 一 ri (1-z) 2 HX ， 
1 ri 
a 1 _ 
区 六 = x 3 2 +TX ， 
zl1 | 
所 以 
i 1 下 
R= 瑟 ( 二 -人 (7 ))> 
于 是 
1 让 1 1 "le 开 
Gm r2—r (2 A) (rir2)"'! 7a 一 


又 因为 rirs= 一 1,raz 一 六 = -V5, 且 


Ti 2 


n+1 Se 


("| 


故 有 


(LY - (1) 00g. (5) 
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这 就 是 要 求 的 (av } 的 一 般 表 达 式 . 0 
这 个 数列 通常 称 为 Fibonacci( 斐 波 那 契 ,1170 一 1250) 数 列 . 这 个 表达 式 如 果 
不 是 通过 现在 的 方法 计算 出 来 是 很 难 想象 的 :一 串 正 整数 通过 一 个 包含 无 理 数 的 
式 子 表示 出 来 ! 
在 实际 计算 时 ,把 式 (5) 改 写 为 
En = 1+V5Y 
an + (—1) 于 有 
因为 V5 一 1)/2 是 一 个 小 于 1 的 正 数 ,而 ac 是正 整数 , 故 得 


[二 (2 态 外 )”]， 。 当 坟 是 奇数 时 ， 


_ jiW5 
1(/1+V5)" 二 
| 天 (二 全 ) 二 1， 当 是 偶数 时 
一 般 来 说 ,如 果 数 列 {a, } 满足 K 阶 线性 递 推 关系 
Qn = CiQn-l + Cdn 2 十 十 Ch (eg 天 0,7 三 大 二 1)， 


上 且 ao,ai…ai-i 这 大 个 初始 值 已 知 ,那么 用 例 3 的 方法 能 求 得 {a,} 的 一 般 表达 
式 . 但 若 {av } 满 足 非 线性 的 递 推 关系 ,那么 只 在 一 些 特殊 的 情况 下 才能 求 得 (ta，) 
的 一 般 表达 式 . 下 面 就 是 一 个 这 样 的 例子 . 
例 4 用 nn 一 3 条 在 内 部 不 相交 的 对 角 线 , 把 一 个 凸 n 边 形 分 成 n -2 个 三 角 
形 . 问 一 共有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 
解 ” 设 对 凸 n+1 边 形 有 a， 种 不 同 的 分 法 ,我 们 设法 来 求 数 列 {av } 的 母 函 
数 .显然 , 当 n=0 或 n=1 时 间 题 没有 意义 ,我 们 规定 a。=0,a1=1. 当 n=2 时 ， 
n+1 边 形 是 个 三 角形 , 它 只 有 一 种 分 法 ,就 是 它 自 己 , 因 此 
az 三 1. 现 设 n 宇 3. 我 们 在 凸 n+1 边 形 7 中 先 任 意 取 定 一 
条 边 ,例如 图 15.4 中 的 AB, 男 取 一 点 C. 设 入 ABC 左边 的 
图 形 Ti 是 一 个 凸 k +1 边 形 ,那么 信 ABC 右边 的 图 形 T， 
必 是 一 个 凸 n 一 k++1 边 形 .根据 假定 , 凸 k +1 边 形 Ti 有 
ax 种 不 同 的 分 法 , 凸 n 一 k+1 边 形 T。 有 a，-x 种 不 同 的 分 
A 3 法 ,Ti,T, 的 每 一 种 分 法 就 给 出 整个 n+1 边 形 了 的 一 种 
图 15.4 分 法 .因为 TI 有 an 种 分 法 , T。 有 a- 种 分 法 , 故 TT 有 
axan-k 种 分 法 ,这 些 分 法 是 对 固定 的 C 点 而 言 的 . 现 让 C 
点 取 遍 A,B 之 外 的 所 有 点 ,那么 共有 


C 
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n—l 
Daxank = Qi + a2dn2 十 十 Qi 


种 不 同 的 分 法 .因而 
dn = Ori on 
这 就 是 {a,) 满 足 的 递 推 关 系 .这 个 关系 与 例 3 的 递 推 关 系 是 根本 不 同 的 ,这 是 非 线 
性 的 ,但 我 们 仍 可 用 母 函 数 的 方法 求 其 解 . 设 数 列 {a,} 的 母 函 数 是 f(x), 即 
fx) = Sa Car = li SE 07. 
于 是 根据 寡 级 数 的 乘法 ,得 


(xzJ=《〔(》Vaaxn = (> )" 
n=0 n=0 k=0 
oo n co 戎 三 丽 
= Di (2 ni)" = (an Je 
n=2 k=0 n=2 k=1 


= Da = f(x)— Xx. 

这 就 是 说 ,f(x) 满 足 一 个 二 次 方程 
f2Cx)— f(x)+x=0. 
有 两 个 函数 满足 上 面 的 方程 ,它们 是 
fi(x) = 工 + v1l-—4x 入 ， fulx) = 1— vl — 4% 二 
由 于 及 (0)=1,f2(0) =0, 而 我 们 要 找 的 了 满足 
fC0) 二 G0 三 0， 

所 以 


flx) = felx) = 4 Wi =. 
把 它 展 开 成 震级 数 ,就 能 得 到 a, 的 表达 式 .由 于 
十 去 -1)…( 寺 ~-n+1) 
wa 2 (3 2 


nl 


n 


nt LB 
(—1) Dnn! 

(2n — 2)! 
22 1(n— 1)1n! 


= 


n22"-1 pr | 


二 人 
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以 及 二 项 展开 式 
1/2 


n 


二 T 2 
三】 一 3 ori ( jz 


(1 4x)Y2=1+ S| )(- 4x)" 
n=1 


n=1 nl 
= 2n—-2 
i 
所 以 
f(x) = 学 二 pe — 4x)Y? = bp 了 ( 7 ) 
因而 
21 =2 
人 0 
练 习题 15.7 
1. 证 明 : 
m /k++n-l 十 
3 
2. 证 明 ， | 0) } 的 母 函 数 是 (1 -4z) -2 


CD 


ET 
. 证 明 ， 袜 c( 人 
| (7 ) 的 旺 函 数 .) 


证明: 2k(*)(™)= wl 


27 一 2K 
no—k 


心 


) = 2 (提示 : 从 数列 | (7 ) } 的 母 画 数 去 找 数列 


ol 


k nl 
6. 求 满足 下 列 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 数列 {a,): 
(1 BW, = Ba ~ Baaras = ldi == 2 
(2) a, =— Aanit+ 16a,s — 20a,.3140 = Osa1 = 1 2 =— 1; 
《3 让 二 光 一 区 本 | 
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问题 15.7 


过 
局 
时 
s 
|| 
[ee 
~ 
| 
[SY 
™ 
Be 
[Se 
3 
[x 
六 
一 
> 六 
— 


Wa /nk 
3. 设 a 是 一 个 实数 .计算 多 ("7")a' 
. 利用 第 3 题 的 结果 ,证 明 ， 


[n/2] nk 1 
(1) Yi2t 把 工 (2 + C1)"); 
2 


KR WkYy 2 ， 庆 十 工 
了 ) = 人 sin x. 


J3 
5. 证 明 : 


a 


15.8 从 两 个 著名 的 例子 谈 起 


作为 函数 项 级 数理 论 的 应 用 ,我 们 介绍 两 个 著名 的 例子 .这 两 个 例子 在 澄清 一 
些 模糊 的 认识 方面 起 过 重要 的 作用 . 


15.8.1 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 


在 第 14 章 的 引言 中 ,我 们 已 经 指出 ,第 一 个 具有 这 种 性 质 的 函数 是 1875 年 由 
Weierstrass 作出 的 .下 面 介 绍 的 这 个 函数 是 1930 年 由 van der Waerden 所 构造 
的 ,在 想法 上 更 为 直观 . 

在 [一 1/2,1/2j] 这 一 区 间 上 ,以 它 为 斜 边 ,向 横 轴 的 上 方 作 一 等 腰 直 角 三 角形 ， 
它 的 两 条 直角 边 确定 了 [一 1/2,1/2] 上 的 一 个 连续 函数 .然后 把 这 个 函数 在 整个 实 
轴 上 进行 周期 为 1 的 周期 延 拓 ,所 成 的 函数 记 为 uo(x). 显然, uo (x) 是 一 个 分 段 
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线性 的 、 以 1 为 周期 的 连续 函数 . 它 在 一 列 长 度 为 1/2 的 区 间 上 是 线性 的 ,我 们 称 
这 些 区 间 为 uo(x) 的 “线性 区 间 ”. 在 线性 区 间 的 内 部 , uwo(x) 是 可 微 的 ,并 且 
ub(X)=1 或 -1. 另 外 ,对 一 切 xE( 一 ,+ %), 有 0 二 uo (x) 志 1/2. 所 有 这 些 性 
质 在 图 15.5 上 都 是 一 目 了 然 的 .现在 来 构造 函数 ui(x): 把 y= uo lx) 的 图 像 与 横 
轴 围 成 的 每 一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 斜 边 四 等 分 ,接着 在 每 一 小 份 上 向 x 轴 上 方 作 
一 个 等 腰 直 角 三 角形 ,所 有 这 种 直角 三 角形 的 直角 边 组 成 一 条 连续 的 折线 , 它 定 义 
一 个 函数 zx) .我 们 把 u(x) 的 图 像 与 woCxz) 的 图 像 都 画 在 图 15.5 中 . 


二 O 


Ww | 

El 
ho | 一 
to | wo 


15.5 


由 图 15.5 可 见 ,wi1(x) 是 以 1/4 为 周期 的 周期 函数 ; ui1(x) 的 最 大 值 是 1/2 
x1/4, 因 此 它 满足 0 过 ui1(x) 三 1/2X1/4; ui(x) 的 线性 区 间 的 长 度 是 1/2 x 1/4， 
且 每 一 线性 区 间 完 全 含 在 uo(x) 的 某 一 线性 区 间 之 内 ;在 ui (x) 的 线性 区 间 的 内 
点 上 ,ui(x)=1 或 -1. 

采用 上 述 “ 一 分 为 四 ”的 办 法 ,可 以 依次 定义 函数 uz (x),us(x),…. 也 就 是 
说 ,由 un-1(X) 构 造 出 u(x) 的 方式 与 由 uo Cx) 构造 出 ui1《x) 的 方式 完全 一 样 . 因 
此 ,由 几何 作 图 法 立即 得 知 : 

(a) un(x) 是 (一 ,+ %) 上 连续 的 周期 函数 , 它 的 周期 是 1/4” ,这 里 n=0， 
1 ,2,°; 

(b) un《x) 满 足 不 等 式 :0 过 u(x) 三 1/2 :1/4"(-%<x 二 + %); 

(c) un《x) 的 线性 区 间 的 长 度 为 1/2。1/4", 且 每 一 线性 区 间 完 全 在 u,-1(x) 
的 某 个 线性 区 间 之 内 ; 

(d) 在 u(x) 的 线性 区 间 的 内 点 上 ,u(x)=1 或 -1. 

把 上 面 这 些 函 数 

Mo(X)，LI(CXE) Un(X) ,ee 
合 加 起 来 ,考虑 由 它们 构成 的 沙 数 项 级 数 


DY un Cx) = Wo x) + Ux) tet n(xX) + ee 
n=0 


由 性 质 (b) , 知 
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0 wt 


2 A (一 吧 e < 二 X<+ co)， 


而 级 数 > 二 二 + oo . 故 由 Weierstrass 判别 法 知 , 上 面 的 级 数 在 (- ,+ %) 上 一 
致 收敛， 因而 它 的 和 函数 


f(x) = (x) 


是 实数 轴 上 的 连续 函数 .这 就 是 van der Wai 所 构造 的 函数 . 
下 面 证 明 ff 在 (一 ,+ %) 上 处 处 不 可 微 . 任 取 xE( 一 ,+ %), 我 们 证 明 
f(x) 不 存在 .这 只 需 找到 一 个 数列 {x,) ,使 得 x, 一 x(n 一 %), 但 


lim 3 — f(x) 
hs 一 
不 存在 . 
对 给 定 的 x ,选取 x, ,使 得 x 与 x* 同属 于 u, (x) 的 某 一 个 线性 区 间 , 且 有 
四 下 六， 于 
Ee dd (1) 


这 总 是 办 得 到 的 ,因为 1/4"*! 是 u, (x) 的 线性 区 间 长 度 的 一 半 ( 见 性 质 (c)). 由 此 
可 见 , 当 no 时 ,xx. 我 们 证 明 , 对 这 样 选 定 的 x, ,有 下 面 的 等 式 : 
WECXn) 一 WEY l, k=0,1,.,n, 
Xn—X 0， k= w+ Ln 
事实 上 ,由 于 x, 与 x 同 在 u(x) 的 某 一 线性 区 间 内 ,由 性 质 (c) ,x 与 x 也 同 在 
un-1(X) 的 某 一 线性 区 间 内 .反复 利用 性 质 (c), 即 可 推出 x 与 x 同 在 u,-2z (x)， 
Un-3《X),…,U1(X) ,uo《x) 的 线性 区 间 内 .根据 性 质 (d) ,得 
Uk (Xn) 一 Ur(X) 
Xn 一 廊 
对 k=0,1,…,n 均 成 立 .这 就 是 式 (2) 的 第 一 个 等 式 .再 注意 到 1/4"" 是 ui (Xx) 
的 周期 , 故 由 式 (1) , 知 


(2) 


三 洲 : 于 


Wri Ry EE WisilR): 
由 于 1/4?" 1 也 是 U1:2 CxX) ,Unr3(X),… 的 周期 ,所 以 
UECXn) SE Wr 
对 = n+1,n +2,… 都 成 立 .这 样 就 得 到 式 (2) 的 第 二 个 等 式 .从 式 (2) ,可 得 
fxn) ~ f(x) lL SlurCx ) 


ny 一 Ukr (xXx)) 
光一 Xn Xkeo 
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VECXD) 一 MKCX) 
pa Xn—X 


二 二 (3) 


当 n 取 不 同 的 值 时 , 式 (3) 右 边 和 式 中 土 1 的 分 布 是 不 一 样 的 ,因而 式 (3) 的 右边 并 
不 是 某 个 由 1 和 -1 构成 的 级 数 的 部 分 和 ,但 若 注意 到 

3 是 证 三 sg 性 如 为 奇 吉 时 ， 

=0 奇数 ， 当 n 为 偶数 时 ， 

则 立刻 可 以 断言 : 当 n 一 时 , 式 (3) 的 极限 不 存在 .这 就 证 明了 f 在 x 点 处 不 可 
微 .由 于 x 是 任 取 的 ,所 以 了 在 整个 数 轴 上 处 处 不 可 微 . 


15.8.2 填 满 正方 形 的 连续 曲线 


1890 年 , Peano 构造 出 一 条 连续 曲线 , 它 把 整个 正方 形 填 满 了 .这 一 事实 乍 听 
起 来 ,就 像 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 那样 令 人 不 可 思议 .用 我 们 熟知 的 那些 初 
等 函数 是 构造 不 出 这 种 曲线 的 ,还 是 要 依靠 无 穷 级 数 来 做 . 下面 介 绍 的 例子 是 
Schoenberg 于 1938 年 提出 的 . 

记 1=[L0,1j. 我 们 要 构造 一 条 连续 曲线 

0 

y= yt) 
当 [ 取 遍 区 间 [0,1] 时 , (x(1),y(1)) 连 续 地 走 遍 正方 形 IX 了 中 的 每 一 点 .为 此 ， 
在 1 上 定义 函数 9 如下: 


oe[od). 
p(t) = -31—1, TE (4) 
1 tE Ee 


然后 再 把 2 扩充 为 整个 数 轴 上 周期 为 2 的 偶 函 数 (图 15.6), 即 让 9 满足 
P(t1) = 9(—1), P(t +2)= 9(1) (一 o 志 1 一 +o). 
现在 令 
对 从 二 一， 
二 区 Ty, (5) 
y(1) S$) 和 
n=1 
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这 就 是 能 填 满 正方 形 IX 7 的 连续 曲线 . 


由 于 0 过 8(1) 过 1， 所 以 刀 去 是 上 面 两 个 级 数 的 收敛 的 优 级 数 ,因而 x(7)， 


y(t1) 都 是 TT 上 的 连续 函数 ， 所 以 式 (5) 是 一 条 连续 曲线 .为 了 证 明 它 能 填 满 正方 形 
I x 了 1, 只 要 能 证 明 对 任 取 的 (a,b) € I Xx 了 ,一 定 存在 t。€ 了 ,使 得 

Xx(to) = a, y(to) = b. (6) 
为 此 ,把 a,b 用 二 进 制 小 数 表 示 为 


n=1 

这 里 a,,b， 都 只 取 0,1 中 的 某 一 个 值 .把 {a,}， 《5，) 交 错 排列 为 
aibi,az,b2 ,an, pw， 

并 重新 记 为 
1. 772.73 74 YN2n-1, NY2ns*"", 

其 中 72n-1 = ar,72n 二 bn《n 二 1,2,…). 定 义 


= S27 
to = 人 3" g 
由 于 
0<ito <2 忆 去 1 
所 以 toE 了 .我 们 证 明 to 满足 条 件 式 (6) 为 此 ， 先 证 明 
2(3*to) = Nery Ck = 0,1,2,…). (7) 


分 上 =0 和 kk 宇 1 两 种 情形 来 证 明 . 
当 k=0 时 ,我 们 要 证 明 p(to)= 族 . 先 设 六 =0, 那 么 
和 
to = 2) < 六 名 = 十， 


n=2 


即 0 委 t 委 1/3, 所 以 8Cto)=0= 7 如 果 7=1 ,那么 


。 269 。 


数学 分 析 教 程 中 〇 OOC 


wl 
中 | 
二 


1/ 
i 
即 2/3 志 to 志 1, 所 以 9(10)=1= nn. 
当 k 宇 1 时 ,有 
93Kf6 入 3 “In 十 3 a 本 名 > a Sk 
容易 看 出 上 式 右边 中 的 第 一 个 和 式 是 2 的 整数 倍 , 记 为 2m . 若 把 第 三 个 和 式 记 为 
Qk ,那么 


0<ar Sl r= 
n=k+2 


这 样 便 有 
3tto = 2m + EE + ak. 
由 于 9 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 
P3410) = 9 (Gn + ak， 
当 ht1=0 时 ,因为 0<ax 志 1/3, 所 以 
9(3tto) = Plax) = 0 = Men. 
当 N+1=1 时 ,因为 和 < 委 了 sa + ak 和 1, 所 以 


p(3*t0) 三 9 (所 本 ax ) = 下 -全 Nk+1: 
因而 式 (7) 成 立 .现在 有 
2n—2 于 
x(10) = >) -a DD = a, 


n=1 


n=1 


i fe ee TXT 
不 难看 出 ,利用 上 面 的 方法 ,我 们 还 能 构造 出 填 满 整个 立方 体 TX TXJT 的 空 
间 连 续 曲 线 .请 读者 自己 证 明 , 空 间 连 续 曲 线 
和 > 一， 
> PE 


和 3n-1 
z(t1) = 六 玫 


n=1 


y(1) = GET) 
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便 能 填 满 整个 立方 体 TXITXxI. 

上 述 两 个 例子 的 魅力 不 仅 在 于 它们 揭示 了 两 件 令 人 惊异 的 事实 ,还 在 于 它们 
是 近 二 十 几 年 来 正在 蓬勃 兴起 并 已 很 有 应 用 前 景 的 一 门 新 兴学 科 “ 分 形 几何 ”中 所 
谓 “ 分 形 集 ” 的 典型 例子 . 

很 长 时 间 以 来 ,人 们 只 重视 那些 可 以 用 经 典 微 积 分 进行 研究 的 函数 类 ,那些 不 
够 光滑 和 不 够 规则 的 函数 被 认为 是 病态 的 、 不 值得 研究 的 . 像 上 面 那 种 处 处 连续 而 
处 处 不 可 微 的 函数 、 那 种 能 填 满 正方 形 的 连续 曲线 ,它们 的 意义 仅仅 在 于 这 种 函数 
或 这 种 曲线 是 存在 的 . 既然 是 处 处 不 可 微 的 ,微分 学 的 方法 对 它们 当然 就 无 能 为 
方 了 : 

近年 来 ,这 种 态度 开始 发 生 了 变化 . 人们 已 经 意识 到 ,不 光滑 ,不 规则 的 几何 图 
形 能 更 好 地 反映 自然 界 的 许多 现象 (如 粒子 的 布朗 运动 .流体 的 灌流 、 奇 形 怪 状 的 
海岸 线 、 高 度 无 规则 的 材料 裂纹 、 云 彩 的 边界 、 肿 瘤 的 边界 等 等 ) ,而 规则 的 、 光 清 化 
的 图 形 则 是 理想 化 的 结果 ,从 而 有 必要 对 那些 不 规则 的 几何 图 形 进行 详细 的 数学 
描述 和 研究 “分 形 几何 ”恰好 为 研究 这 种 不 规则 集 提 供 了 一 种 有 力 的 工具 . 

1982 年 ,分 形 几 何 的 奠基 人 Mandelbrot( 芒 德 布 罗 ,1924 一 ) 发 表 了 他 的 专著 
《大 自然 的 分 形 几 何 》 这 标志 着 分 形 几何 迈进 了 现代 新 兴学 科 之 林 . 

分 形 几 何 的 研究 对 象 是 分 形 集 (或 简称 分 形 ) .那么 ,什么 是 分 形 呢 ? 这 是 一 个 
至 今 仍 没有 明确 定义 的 概念 .最 初 ,Mandelbrot 把 那些 Hausdorff( 豪 斯 多 夫 ,1868 
一 1942) 维 数 ( 这 里 不 深究 它 的 定义 ) 不 是 整数 的 集合 称 为 分 形 . 按 这 个 定义 ,上 面 
那 条 填 满 正方 形 的 曲线 就 要 被 排除 在 分 形 之 外 ,后 来 Mandelbrot 又 修改 了 原来 的 
定义 ,把 分 形 定义 为 那些 局 部 和 整体 按 某 种 方式 相似 的 集合 ,这 是 目前 被 普遍 接受 
的 说 法 .说 得 更 明确 一 些 , 一 个 分 形 集 大 体 有 下 列 这 些 特征 : 

(a) 它 通常 有 某 种 自 相似 的 结构 ,这 种 自 相 似 可 以 是 近似 的 或 者 是 统计 的 ; 

(b) 它 通 常 有 错综复杂 的 细致 的 构造 ; 

(c) 它 的 几何 性 质 难以 用 经 典 的 数学 语言 来 描述 , 它 既 不 是 满足 若干 简单 条 
件 的 点 的 轨迹 ,也 不 是 任何 简单 方程 或 方程 组 的 解 集 ; 

(d) 虽说 它 的 整体 甚至 它 的 局 部 结构 非常 复杂 ,但 它 却 是 用 简单 明了 的 方式 
(通常 是 用 迭代 ) 所 确定 的 . 

回头 来 看 看 前 面 讨 论 过 的 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 .从 几何 作 图 来 看 ,从 
Uo 到 Ul ` 从 Ul 到 We 从 un-1 到 | We 是 一 次 又 一 次 地 使 用 同样 的 办 法 而 做 
的 ,这 就 是 “和 迭代”; 然 后 把 这 一 系列 函数 芭 加 起 来 ,就 确定 出 了 我 们 需要 的 函数 f. 
应 当 说 , 它 的 生成 是 简单 的 .明确 的 .通过 和 迭代 来 完成 的 .但 是 y= f(x) 的 图 像 ,其 
至 在 任何 一 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 都 是 非常 复杂 的 .即使 我 们 取 很 大 的 n 作出 
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y= WolXy) $ W(X) tt ws + Wn CX) 
的 图 像 作 为 它 的 近似 ,但 由 于 这 条 曲线 仍 只 在 可 数 个 点 上 不 可 微 ,因此 与 处 处 不 可 
微 的 y= f(x) 的 图 像 有 着 天 壤 之 别 .所 以 y= f(x) 的 图 像 复杂 得 难以 使 人 去 构想 . 
难怪 在 Weierstrass 的 例子 出 现 以 前 ,人 们 总 以 为 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 是 
不 存在 的 ! 填 满 正方 形 的 连续 曲线 也 有 类 似 的 特点 . 

从 我 们 举 的 两 个 例子 来 看 ,它们 都 是 19 世纪 的 产物 , 却 一 直 没 有 引起 足够 的 
重视 .Mandelbrot 在 《大 自然 的 分 形 几 何 ) 一 书 中 谈 到 这 一 现象 时 说 :“ 我 赞扬 这 些 
早年 的 数学 家 ,因为 他 们 早 就 为 我 提供 了 这 样 的 结构 ,使 我 能 把 它们 串联 在 一 起 进 
行 思考 ,从 而 发 现 其 宝贵 的 价值 ;同时 ,我 也 责备 他 们 ,因为 他 们 虽然 构造 出 了 许多 
精彩 的 反例 , 却 没有 发 现 它们 之 间 的 内 在 联系 ,反而 像 对 待 不 受 欢迎 的 畸形 怪 胎 那 
样 ,认为 那 是 不 正常 的 事情 . 这 样 一 来 ,真正 深刻 的 内 涵 反 而 被 完全 忽视 了 .” 
Mandelbrot 的 贡献 正在 于 找到 了 这 些 “ 反 例 ” 的 内 在 联系 ,使 它们 成 了 分 形 几 何 中 
的 主角 . 

由 于 分 形 现 象 广泛 地 存在 于 自然 界 和 人 们 的 社会 活动 中 ,各 方 学 者 都 关注 着 
这 一 新 兴学 科 的 发 展 和 应 用 .从 已 发 表 的 论文 来 看 , 它 的 应 用 面 遍 及 哲学 .数学 、 物 
理学 化学、 冶金 学 .材料 科学 、 计 算 机 科学 、 心 理学 、 生 物 学 、 经 贸 和 管理 科学 等 各 
个 方面 . 

分 形 几何 作为 一 门 学 科 , 从 提出 到 现在 刚刚 30 年 的 时 间 , 但 在 广大 科学 工作 
者 的 共同 努力 下 ,无 论 在 理论 上 还 是 应 用 上 都 已 取得 了 巨大 的 进展 ,足见 这 一 学 科 
的 旺盛 的 生命 力 .我 们 在 这 里 通过 两 个 例子 作 此 引 论 式 的 介绍 ,只 是 希望 引起 读者 
对 这 一 新 兴学 科 的 注意 ,至 于 它 的 研究 内 容 与 方法 ,不 属于 本 课程 的 范围 , 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 K. J. Falconer 著 的 《分 形 几何 一 一 数学 基础 及 其 应 用 ;一 书 . 


练习 题 15.8 


证 明 : 空 间 连 续 曲 线 
时 3n—3 
x(1) = 》， DD 
n=1 


二 3n—2 
y(t) = 》， 2 全， (0 过 1 去 1) 
n=1 


本 3n—1 
z(1) = » 2 1) 
n=1 


能 填 满 整个 立方 体 [0,11 ,其 中 9 见 本 节 的 式 (4). 
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在 6.7 节 中 ,我 们 介绍 过 两 种 反常 积分 一 一 无 穷 积 分 和 瑕 积分 ,但 对 如 何 判 断 
这 两 种 积分 的 敛 散 性 ,没有 作 进一步 的 讨论 .学 过 无 穷 级 数 之 后 ,再 来 学 习 反 常 积 
分 的 收敛 判别 法 ,就 会 发 现 两 者 在 许多 方面 基本 上 是 一 样 的 . 本章 的 目的 是 让 读者 
学 会 判断 反常 积分 敛 散 的 方法 ,为 讨论 含 参 变量 的 反常 积分 作 好 准备 . 


16.1 非 负 函数 无 穷 积 分 的 收敛 判别 法 
在 6.7 节 中 定义 过 ,无 穷 积分 | “f(x)dx 收敛 ,是 指 了 在 任意 有 限 区 间 [a ,4] 
上 可 积 ,并 且 
Lm), fd 
有 有 限 的 极限 .如 果 记 
F(A) = | rooadx， 


那么 | “f(x)qx 收敛 ,是 指 lim FCA) 有 有 限 的 极限 .这 里 FCA) 就 相当 于 无 穷 级 


数 中 的 部 分 和 . 
在 下 面 的 讨论 中 ,我们 总 假定 了 在 任意 有 限 区 间 [La ,4j(4> 之 ax) 上 可 积 , 不 再 
一 一 说 明 . 


设 了 > 0, 则 积分 | f(x)dx 是 上 限 A4 的 增 函数 (这 相当 于 正 项 级 数 中 的 部 分 
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和 ) ,因而 lim | f(x)dx 存在 的 充分 必要 条 件 是 | f(x)dx 对 A 而 言 有 界 .这 样 我 
们 就 得 到 ， 
定理 16.1.1 若是 La,+ cs ) 上 的 非 负 函 数 , 则 积分 
| 7ooadrx 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 | f(x)dx 在 [a, + %) 上 有 界 . 


根据 这 个 定理 ,就 能 得 到 类 似 于 正 项 级 数 中 的 比较 判别 法 . 
定理 16.1.2 设 对 充分 大 的 x ,函数 f 和 8g 满足 不 等 式 
0<fx) < g(x). 
那么 : 


(1) 车 | g(x)dx 收敛 , 则 | “f(x)dx 收敛 ; 


(2) 若 | foodx 发 散 , 则 | “gCx)dx 发 散 . 
证 明和 级 数 中 的 比较 判别 法 一 样 
设 4 之 0, 则 当 p 之 1 时 ,积分 |” 些 收 合 ; 当 p 过 1 时 ,积分 |” 些 发 散 ， 


所 以 经 常 拿 上 和 函数 1/x? 作 比 较 , 正 像 在 正 项 级 数 中 经 常 拿 a 和 1/n* 作 比较 
= 
、 d 
例 1 设 4 > 0, 则 积分 |。 -天 生 - 是 收敛 的 . 因为 
1 1 
ye 
而 积分 | ” 占 收敛 , 故 由 比较 判别 法 知 原 积分 收 全 0 


定理 16.1.2 的 极限 形式 更 便于 应 用 . 
定理 16.1.3 设 f 和 g 都 是 La,+ %) 上 的 非 负 函 数 , 且 


那么 : 


bE We 时 ,积分 | f(x)dx 和 | 8gCxz)dx 同 倒 散 ; 
(2) 当 1 =0 时 ,如 果 | sgCodx 收敛 ,那么 | f(x)dx 也 收敛 ; 
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(3) 当 1 = + om 时 ,如 果 | “gCx)dx 发 散 ,那么 | ”f(x)dx 也 发 散 
证 明和 级 数 中 相应 的 

例 2 积分 | ”二 -5 Tdx 是 收敛 的 ， 

解 因为 当 x-~ + 时， 


大 2 
二 


X4 一 X2 十 1 x 


而 | ”又 是 收敛 的 ,再 由 定理 16.1.3 知 原 积分 收 全 


例 3 ”研究 积分 | 7 加 sdx 的 剑 散 性 ， 
解 当 x 一 + % 时 ,由 于 


arctanX xT1 

+x TR 2 x 
所 以 原 积分 收敛 . 0 
设 | fdx 是 一 收敛 的 无 穷 积 分 ,这 里 不 一 定 是 非 负 的 , {A,} (A1 = a) 


是 任 一 递增 趋 于 + % 的 数列 ,那么 
| ”aa gCxYdx. 


令 N 一 %, 即 得 加 

| fexydx = > |"fo0ax. GD) 
这 就 是 说 ,一 个 收敛 的 无 穷 积分 总 可 以 写成 上 式 右边 那样 的 级 数 . 反 过 来 ,如 果 存 
在 某 个 递增 趋 于 + % 的 数列 {A,), 使 得 式 (1) 右边 的 级 数 收 全 ,能 否 断 计 
[fodx 收敛 呢 ?答案 是 否定 的 .例如 ,积分 | ”cos xdx 是 发 散 的 ,这 是 因为 


A 
lim | cos xdx = lim sin A 
4-=>+cJ 0 4-= 十 oo 


不 存在 .但 若 取 4, = nx, 这 是 一 个 趋 于 + % 的 递增 数列 ,这 时 级 数 
pe cos xdx = 2 eos xdx = 0 
却 是 收敛 的 . 
但 若 f 是 非 负 的 ,那么 答案 是 肯定 的 . 


定理 16.1.4 设 了 是 La,+ co) 上 的 非 负 函 数 .如 果 存 在 一 个 递增 趋 于 + % 的 
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> oax (2) 
收敛, 那么 积分 | “f(x)dx 收敛 ,并 且 


| 总 max = > feax. (3) 
5 n=1 n 
证 明 因为 {4,} 是 趋 于 + % 的 递增 数列 , 故 对 任意 给 定 的 A 二 0, 总 能 找到 正 
整数 NN, 使 得 AN 三 A 二 Aw+1. 由 于 f(x) 宇 0, 所 以 
A ph A Ai 
2) oa <] fo0ar < 2) fodx. 


又 由 于 式 (2) 收敛 , 故 | “f(x)dx 收敛 ,并 且 式 (3) 成 立 ， 0 
下 面 是 应 用 这 个 定理 的 一 个 例子 . 
例 4 证明: 积分 | ”于 -z= 收 化. 


1 + X5sin2xX 
证 明 ”因为 被 积 函 数 是 非 负 的 , 故 只 要 证 明 级 数 
> 人 xdx 
fin 1 + x Sin?x 


收敛 即 可 .因为 sin2x 是 周期 x 的 偶 函 数 , 故 当 n 宇 1 时 ,有 


(n+l)x (nt+l1)x 
Xdx x 
| T+ Da| [一 人 
nx 1+ X sin’x nx 1 工 十 "Sin x 


(4) 


T/2 dx 
全 D7 1 + nssin: x 


/2 dx 
人 Da COS2X + 15sin2X 
_ 2Cn+ Dz| d(n3tan x) 
n3 0 1+ (ntan x)’ 
= 2 4 De" dt 


n3 o 1+f? 
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由 此 即 知 级 数 (4 收敛 ,因而 原 积分 收 伍 0 
从 无 穷 级 数 收敛 的 定义 ,立刻 可 以 得 到 了 a， 收 全 的 必要 条 件 是 lima。= 0 


< 
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自然 联想 到 ,| “7(x)dx 收敛 的 必要 条 件 是 不 是 lim f(x) = 0. 这 是 不 对 的 . 例 4 就 
是 这 样 一 个 例子 .这 里 


fly . 


1 + Xssin2X 


是 (0, + %) 上 的 连续 正 值 函 数 .虽然 |” f(x)dx 收敛 ,但 当 x 一 + % 时 ,f(x) 不仅 
不 趋 于 0, 而 且 是 无 界 的 ,因为 当 x = nx 时 ,fC(nn) = nx. 


[un 


[Se 


CD 


> 


练习 题 16.1 


. 判断 下 列 无 穷 积分 的 敛 散 性 : 
GD | Tsdxs 态 | 3 dx; 
- dx dx 
G) | 一 0 | 
(5) [xerdx; (6) | arp>0). 


. 设 | fe)dx 收敛 .证 明 :如 果 lim (xz) = b 存在 ,那么 必 有 b = 0. 


. 证 明 :积分 | ”二 (a > 4 收敛. 


1 + x"GOs’ x 


. 证 明 : 积分 | f(x)dx 收敛 于 了 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任 一 递增 趋 于 + % 的 数列 


{A,}(A; = 4), 级 数 >) | JGOdx 收敛 于 


16.2 无 穷 积分 的 Dirichlet 和 Abel 收敛 判别 法 


与 无 穷 级 数 一 样 ,无 穷 积 分 也 有 相应 的 Cauchy 收敛 原理 .回忆 一 下 ,在 练习 题 


2.5 的 第 9 题 中 ,我 们 已 经 证 明 过 : lim F(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 s 
盖 0 ,存在 一 个 正 数 A, 只 要 A” 44， 便 有 


| F(A’)- F(A’) |= e. 
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利用 这 个 事实 ,立刻 可 得 : 

定理 16.2.1(Cauchy 收 伍 原理 ) ”积分 | ”f(x)dx 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 任意 的 es > 0, 存 在 Ao > wa, 只 要 4 ,4 >> 4o, 便 有 
| fax 
这 个 定理 说 明 , 要 想 使 反常 积分 | f(x)dx 收敛 ,必须 且 只 需 在 充分 远 的 .不 


管 多 长 的 区 间 上 ,积分 的 绝对 值 可 以 任意 小 . 
根据 定理 16.2.1, 容 易 证 明 : 


定理 16.2.2 ”如 果 积 分 | ”| f(x) | dx 收 全 ,那么 积分 | “7(x)dx 也 收 全 


<<e， 


证 明 由 于 | | fCx) | dx 收敛 , 故 对 任意 的 e 之 0, 存 在 4o, 当 4',4 之 4 
时 ,有 | | f(x) | dx 二 。. 从 而 有 
i codr|< 六 | 栽 友 [本 过 训 0 


仿照 无 穷 级 数 中 的 说 法 ,如 果 积 分 | ”| /Cx) | dx 收敛 , 则 称 积分 | fx)dx 
绝对 收 伊 

定理 16.2.2 断言 ,绝对 收敛 的 积分 一 定 收敛 . 与 无 穷 级 数 的 情形 一 样 ,定理 
16.2.2 的 道 定理 是 不 成 立 的 ( 见 下 面 的 例 1). 

如 果 积 分 | “7Cx)dx 收 伍 ,而 | ”| f(x) | dx 发 散 , 则 称 积分 | fCx)dx 条 件 


收敛 . 

利用 Cauchy 收敛 定理 ,可 以 得 到 类 似 于 无 穷 级 数 中 的 Dirichlet 和 Abel 收敛 
判别 法 ,但 还 需要 一 个 类 似 于 Abel 引 理 的 结果 . 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 16.2.3( 第 二 积分 平均 值 定理 ) ”车 函数 了 在 [a,bj 上 可 积 ,g 在 La,b] 
上 非 负 , 那 么 : 

(1) 若 g 在 La,bj 上 递减 , 则 必 存 在 ELa ,bj, 使 得 

| fo gC dx = gCa)| fodx; 
(2) 车 8 在 La,bj 上 递增 , 则 必 存 在 7ELa,bj], 使 得 


b 有 b 
| fx)g(x)dx = gCb)| fx)dx. 
a 7 
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证 明 (1) 因为 了 在 La,p] 上 可 积 ,g 是 La,bj] 上 的 非 负 减 函数 ,也 是 可 积 E 
数 ,所 以 fg 在 [a,bj 上 可 积 . 用 分割 
rr:0=XI<X<…<xn= pb 
细 分 区 间 [La ,bj], 则 fg 在 La,bj 上 的 积分 可 写 为 


| 7cogcodx 
= | ”foogcodx 
i=1™ Xi-1 


= Sigtradl f(xYdx + > 站 xD 一 EXi-1) dx. (1) 
如 果 用 天 表示 |f | 在 La,bj]j 上 的 一 个 上 界 ,w; 表示 8 在 小 区 间 [Lxi-1,x;] 上 的 振 
幅 , 那 么 式 (1) 右 边 第 二 个 和 数 的 绝对 值 不 超过 


2 | fCx) || gx) — gxi1) | dx < KY) wiAxi. 
i=1™ Xi-l 


i=1 


因为 g 在 La,bj 上 可 积 ,所 以 
i lim, DwiAx = = 0. 
于 是 式 (1) 可 写成 
b 
| f(x)g(x)dx = im, Dg | Fd (2) 
若 记 bi = g(xi-1)(i=1,…,n), 则 因 &g 是 非 负 递减 的 ， 帮 有 
bi > bs SS"" 2b, 0. (3 


再 记 w， = Godx, 那 么 Se = a = | “f(xwqx. 由 于 F(x) = | car 是 
La,bj]j 上 的 连 本 续 函 数 ， 若 它 在 [a,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 记 为 M 和 六 ， 那么 

去 S = | fd = Fo) SM CE = 1 (4) 
应 用 Abel 分 部 求 和 公式 , 式 (2) 右 边 的 和 式 可 写成 

Ped) fo0dx Dy ab = Dsich, 一 
利用 式 (3) 和 式 (4) , 即 得 
mg(a) = mbi < ygexeay] fr)dx < Mb: = Me(a). 

在 上 式 中 令 | x | ->0, 再 由 趟 (2), 即 得 
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mg(a) <| JogCodx < Mga). 
由 于 下 连续 ,根据 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 ELa,bj, 使 得 
| fo gdx = gCa)| fodx. 
(2) 对 积分 JCx08gGcdx 作 变 量 代 换 x = a + b - 1, 则 得 
| roogcoodrz=-| fCa bh Net Bs 2d 
=| flatb- Delatb- tdr. CB) 


因为 g 在 La,bj]j 上 递增 ,g(a +b 一 1) 对 而 言 是 递减 的 ,由 (1) 得 式 (5) 右 边 的 积 
分 为 


| f(atb- Delatb- nd = g(b)| fla+b- Da (6) 

其 中 SELa,bj]. 对 式 (6) 右 边 的 积分 再 作 变 量 代 换 x = a + b 一 1, 则 得 
| fea 二 -[ fodx = | fodax, (7) 
这 里 7=a+pbp-sE[a,b]. 综 合式 (5) 一 (7) 即 得 (2). 0 


如 果 g 在 La ,bj 上 不 保持 定 号 , 则 有 : 

定理 16.2.4( 推 广 的 第 二 积分 平均 值 定理 ) 设 f 在 [a,bj 上 可 积 ,g 在 
La,bj 上 单调 , 则 必 存 在 $ELa ,bj, 使 得 

| Pocosgcodx = g(a)| codx gCb)| .fodx. (8) 

证 明 不 妨 设 g 在 La,bj] 上 递减 , 则 对 任意 的 xELa,bj, 均 有 g(x) 宇 

g(b). 令 
P(x) = g(x) — g(b), 
那么 9 在 La,bj]j 上 非 负 且 递 减 .由 定理 16.2.3 知 , 存 在 《E[La,b], 使 得 
| fo 900dx 吕 9(a)| fodx, 

即 


b 二 
| fx gE) — gCb) Ndx = (g(a) — gCb))| fCxYdx, 


由 此 即 得 式 (8). 
如 果 g 在 [a ,bj 上 递增 , 则 可 令 y(x) = g(b) 一 g(x), 仍 用 定理 16.2.3, 可 得 
式 (8). 0 
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利用 定理 16.2.4 就 可 得 到 类 似 于 引 理 14.4.2 的 Abel 引 理 . 
定理 16.2.5 设 f 在 La,b] 上 可 积 ,g 在 La,bj] 上 单调 .如 果 对 任意 的 A € 
[a,b], 有 || fox)dx| 过 M, 那 么 


rowgooar|< md g(a) |+2|g(b) |). 
证 明 ”由 定理 16.2.4 知 ,存在 SELa,bj], 使 得 
b é b 
| f(x)g(x)dx = ga)| f(x)dxt+ gb)| fo dx. 
由 假设 条 件 
交 b b 有 
| fdx|<M, foveax| | foodx-| fwdx|<2M, 
即 得 
b 
| fg 0dx SM gCa) 1+218CD) |). 0 


由 定理 16.2.5 很 容易 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 16.2.6(Dirichlet 判别 法 ) 设 f,g 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(a) 8 在 La,+ %) 上 单调 , 目 lim g(x)=0; 


(b) F(A) = | fovdx 在 (a 二 wm》 上 有 界 . 
那么 积分 | f(x)gGe)dx 收敛 . 


证 明 设 || fwadx|<M. 由 lim g(x) =0 知 ,对 任意 的 es 之 0, 存 在 4o, 只 
要 A’ 二 ho, 便 有 | g(A’) | 二 e/(8M). 现 取 A” 二 A’ 二 Aho, 对 任意 的 A ELA”， 


A 
A”], 有 下 fx)dx | 三 2M. 于 是 由 定理 16.2.5, 得 


2 
fodgax| <2md gtA') |+2| gC(A" |) < e. 


由 Cauchy 收敛 原理 , 即 知 | f(x)g(x)dx 收敛 ， 


+*® Sin x + | in 区 
例 1 证 明 :|， 垩 <dx 收敛 ,而 | ”3 昌 关 dx 发散 
证 明 因为 对 任意 的 4 三 1, 有 
A 
| sin xdx| =|cosA-cosl | 过 2, 
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且 1/x 当 x*_>+ wm 时 递减 趋 于 0, 故 由 Dirichlet 判别 法 , 知 | Sm xqx 收 全 
因为 


| sinx | sinx _ 1 cos2x 
x 2 x 2x 2x 
用 和 上 面 一 样 的 方法 , 知 | ”soszdx 收敛 ,但 | ”十 dx 发散 ,所 以 | -sm dx 
1 这 bh x 1 D6 
发 散 . 0 


积分 | ”并 壮 qx 是 一 个 条 件 收敛 的 例子 ， 
例 2 讨论 积分 | (- Dadx 和 | (- De3dx 的 收敛 性 ,这 里 [x] 表示 x 
的 整数 部 分 ， 


解 ”如果 | (- Ddx 收敛 ,那么 有 


| = Deadx = > Ddx. 
PE 
但 显然 级 数 
> Ddx= DD 
而 去 和 n=1 
发 散 ,因而 积分 | (一 1) 中 dx 发 散 . 
对 第 二 个 积分 作 变 量 代 换 x? = 1 ,那么 


(Tc = 二 | ”全 半 - 
| ep dy 


邻 g(1)=1/V1,f(1)=( 一 1 中 ,那么 g(1) 当 1 一 + % 时 递减 趋 于 0. 任 取 4 之 1， 
存在 正 整 数 n ,使 得 n 三 A 二 n+1. 于 是 


A 2 n—l k+l 5 
| (~ DriAdt = | (~ DiAdr +| (- Dr"dt 
k=1 n 


源 寺 
= (— I- D(A 


由 此 易 知 Fe Drddt | 二 2. 由 Dirichlet 判 别 法 , 易 知 积分 | (1)c21dx 收敛 . 


显然 这 是 条 件 收敛 的 另 一 个 例子 . 0 
定理 16.2.7(Abel 判别 法 ) 设 f,g 满足 下 面 两 个 条 件 : 
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(a) g 在 La, + c ) 上 单调 有 界 ; 
(b) | feax 收敛 . 


那么 积分 | ”f(x)gCx)dx 收敛， 

证 明 由 (a) 知 lm g(x)= 1 存在 且 有 限 ,因而 lim (g(x) 一 1)=0. 由 
Dirichlet 判别 法 , 知 积分 

| fo gC) -Dax 
收敛 ,因而 
| foogoodz = | Toodeco - Ddx+ 中 fooudx 

收敛 . 0 

例 3 设 max(p,9) 之 1. 证 明 : 积分 | sd x 收敛 . 

证 明 不 妨 设 PP 之 q4,P>1, 则 原 积分 可 写 为 


| COSX 
1 Xr (1 CL/xE 74 


， y J OS i y 
由 Dirichlet 判别 法 , 知 | 29s 关 dx 收敛 ,又 因 T Cr 在 [1, + m) 上 单调 有 
界 , 故 由 Abel 知 别 法 知 原 积分 收 人 ] 


练 习题 16.2 


1. 研究 下 列 积 分 的 敛 散 性 : 


VXCOS Xx, sin a + 2 ， 
GD | 人 2 | 一 一 一 一 dxCa > 0); 
四 | cos dxi |- a 
G) | 一 [二 [dt(x>> 0 天 十)， 

2, ee Na 
vw] Wien ， @ 六 六 
Sinx SinXd 

i 人 jo xln 二 
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3. 设 为 非 负 的 减 函数 ,是 | ”fCx)dx 收敛 .证 明 : 当 x 一 + % 时 ， 
f(x) = o( 二 ) 
4. 设 f 在 [a,+ = ) 上 递减 趋 于 0. 试 用 Dirichlet 判别 法 证 明 : 积 分 
| fewax 和 | fevsin xdx 


同 敛 散 . 

5. 设 f,g 在 [a,b] 上 连续 ,g 在 (a,b) 内 可 微 , 且 g'(x) 宇 0(a 二 x 二 b). 试 用 分 部 积分 公式 
证 明 第 二 积分 平均 值 定理 . 

6. 设 P;, 和 P, 分 别 为 m 和 nn 次 多 项 式 , 且 当 x 宇 a 时 ,P,(Cxz) 二 0. 试 研究 积分 


| mcx7sin Xxdx 
o Pi(X) 


的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 ， 
7. 如 果 f 在 La, + %) 上 连续 可 微 , 且 | fCx)dx 和 | f(x)dx 都 收敛, 证 明 : 必 有 
lim f(x) = 0. 


问 题 16.2 
1. 设 0 二 a 过 1/2. 证 明 ;: 积 
”ginx 
|' Xe。 + sin Eu 
发 散 
2. 对 任意 的 bp 之 0, 设 了 在 [0,b] 上 可 积 . 如 果 lim f(x)=a, 证 明 : 


limi| ~e-«fCx)di = a. 


+ 
人 0 0 


16.3 下 积分 的 收敛 判别 法 


现在 讨论 另 一 种 反常 积分 一 一 瑕 积分. 
我 们 知道 ,如 果 函 数 定义 在 区 间 (a,bj 上 , 当 x>a’ 时 ,ff 无界, 则 称 a 为 f 
的 瑕 点 .这 时 了 在 (Ca,b] 上 按 Riemann 积分 的 意义 是 不 可 积 的 .但 若 对 任意 的 
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=>0, 在 [a +e,bJ] 上 可 积 ,而 且 
lim 请 Foxc)dx 
有 有 限 的 极限 , 则 称 瑕 积分 | /C0dx 收 剑 ,并 把 上 面 的 极限 定义 为 下 积分 的 值 .在 
6.7 节 中 我 们 已 经 见 到 不 少 下 积分 的 例子 
如 何 判断 绰 积 分 的 伊 散 性 ? 先 看 一 个 简单 的 例子 . 为 了 研究 积分 |。5 的 收 全 


性 , 作 变 换 1/ Vx = y, 即 得 
和 中 


OO 全 的 收敛 问题 
一 般 来 说 ,如 果 a 是 /的 瑕 点 , 作 变换 x=a + (1/y), 那 么 有 
lim | xz)dx = 和 lim 2 “f(a 十 dy 


| f(a 和 $y) 

这 就 是 说 ,通过 上 面 的 变换 ,每 一 个 瑕 积分 一 定 可 以 化 成 一 个 无 穷 积 分 . 因此, 前面 
那些 判断 无 穷 积分 收敛 的 方法 ,都 可 以 平行 地 对 瑕 积分 建立 起 来 .这 里 我 们 不 再 重 
复 这 些 定理 的 证 明 ,而 只 是 把 结果 写 下 来 ,请 读者 补 出 这 些 定理 的 证 明 , 这 将 是 很 
好 的 练习 . 

为 简单 起 见 , 下 面 的 定理 中 都 假定 积分 下 限 a 是 瑕 点 ,f 和 8g 都 在 La + e ,bj 
上 可 积 . 

定理 16.3.1 设 对 充分 靠近 a 的 x(x 二 ax), 上 和 8 满足 不 等 式 0 三 f(x) 过 
g(xX) ,那么 : 


b b 
(1) 车 | g(x)dx 收敛 , 则 | f(x)dx 收敛 ; 


(2 若 | Fodx 发 散 , 则 | g Godx 发 散 . 
定理 16.3.2 设 f 和 g 都 是 (a,bpj 上 的 非 负 函数 , 且 


lim £2 = 
a BUY 


那么 : 
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(1) 当 0 一 1! 一 + co 时 ,积分 | J(0dx 和 | g(x)dx 同 敛 散 ; 
(于 当 三 放 时 ,如 果 | gCx)dx 收敛 ,那么 | f(x)dx 也 收敛 ; 
(3) 当 1 = + m 时 ,如 果 | g(x)dx 发 散 ,那么 | f(x)dx 也 发 散 . 


定理 16.3.3CCauchy 收 作 原 理 ) 积分 | f(x)dx 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ,对 
任意 的 s > 0, 存 在 8 二 0, 只 要 0 一 7 一 6,0 二 7 纪 二 5, 就 有 
fowar|<. 


定理 16.3.4 ”如 果 积分 | | fCx) | dx 收敛 ,那么 积分 | 7Cx)dx 也 收 人 


这 个 定理 的 逆 定 理 是 不 成 立 的 ,下 面 的 例 5 便 是 这 样 一 个 例子 .从 这 里 可 看 出 
反常 积分 和 普通 的 Riemann 积分 的 差别 .在 Riemann 积分 的 情形 下 ,从 了 可 积 可 
以 推出 | 有 可 积 ,但 从 | 有 | 可 积 不 能 推出 了 可 积 .这 里 的 情况 正好 反 了 过 来 . 

瑕 积分 的 绝对 收敛 和 条 件 收敛 的 概念 和 无 穷 积 分 是 一 样 的 ,不 再 装 述 . 

对 瑕 积分 也 有 相应 的 Dirichlet 和 Abel 收敛 判别 法 ,但 在 考虑 这 种 瑕 积分 时 ， 
往往 先 作 变换 把 它 化 成 无 穷 积分 ,应 用 无 穷 积分 的 相应 判别 法 就 可 以 了 ( 见 下 面 的 
例 5) ,这 里 就 不 再 详细 论述 它们 了 . 


例 1 研究 积分 | 于 <zdx 的 合 散 性 . 


1—x? 
解 看 上 去 x=0,x=1 似乎 都 是 瑕 点 ,但 实际 上 ， 由 于 
Bi - 卫 关 = 一 之 
X->1 1 - X2 分 


被 积 函数 在 x =1 附近 是 有 界 的 ,所 以 x=1 并 不 是 瑕 点 . 
考虑 x=0 附近 的 情况 .对 充分 小 的 x, 恒 有 1 光宇 1/2, 所 以 


| <2|Inx|; 
而 积分 | | In x | dx = | ,In xdx 是 收敛 的 ,从 而 原 积分 收敛. 0 
Tv 1 dx 
2 人 滑 \ 4 YYy TE 
例 2 研究 积分 |， -上 - 志 的 全 区 性 


解 易 知 ,x=1 是 瑕 点 . 当 x->1 时 ， 
| 1 1 


1 
Maa MMF Wei 
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“可 
由 于 | 如 于 二 收敛, 故 原 积分 收 全 0 


例 3 ”研究 积分 | zx- (1 - x)9-1dx 的 敛 散 性 . 

解 ” 当 pp 二 1 时 ,x=0 是 瑕 点 ; 当 9 过 1 时 ,x=1 是 瑕 点 .为 了 分 别 考虑 函数 在 
这 两 点 附近 的 情况 ,把 积分 拆 成 两 部 分 : 

| za 一 X)4-1dx = | ei 一 充 )4 dd 天 十 | XP 1(1 — x)" dx, 
其 中 aE€ (0,1). 当 x 一 0 时， 
XP (1 — XxX)! ~ XP-1， 
因此 , 当 P>0 时 ,第 一 个 积分 收敛 . 当 x->l1 时， 
XP (1 — XxX) ~ (1 = XL, 

第 二 个 积分 当 gq 之 0 时 收敛 . 

综 上 , 原 积分 在 p 记 0, gq 之 0 时 收敛 . 0 

这 个 积分 定义 了 一 个 以 p,g 为 变量 的 二 元 函数 B(p,9), 称 为 Beta 函数 . 这 
是 将 要 专门 讨论 的 一 个 重要 的 特殊 函数 . 

例 4 ”研究 积分 | xie-*dx 的 剑 散 性 . 

解 当 s< 1 时,x=0 是 焉 点 ,但 原 积分 又 是 无 穷 积 分 .与 刚才 一 样 ,把 它 拆 成 
两 部 分 来 考虑 : 


十 避 1 十 oo 
| Xx! dx = | x le *dx +| Xe ”dx 
0 0 
当 XxX—0 时 ， 


| am 


XxX © ~ 
因而 第 一 个 积分 当 s 二 0 时 收敛 . 当 x 一 + % 时 ， 


x? , Xle* ee 0， 


3 一半 
9 


故 对 充分 大 的 x, 恒 有 


Xe Te 2 < 点 
从 而 第 二 个 积分 不 论 s 为 何 值 都 收敛 . 


这 个 积分 确定 了 一 个 以 s 为 变量 的 函数 PT(s), 称 为 Gamma 函数 . 这 是 另 一 
个 要 专门 讨论 的 特殊 函数 . 
例 5 设 P>0. 讨 论 积分 
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1 Sin 二 
| 光 ? 人 
的 敛 散 性 . 
解 ” 这 是 一 个 以 x=0 为 瑕 点 的 瑕 积分 . 作 变 换 1/x = 1, 即 得 
| 
| 站 dx = | 型 :di (1) 


换 成 无 穷 积 分 比较 容易 处 理 .容易 看 出 , 当 p 一 2 宇 0 时 ,积分 是 发 散 的 .因为 如 果 式 
(1) 收 敛 , 则 当 A', A 充分 大 时 , 必 有 


2 
ersin :dt |< 1. (2) 
现 若 取 A’ =2kx,A”= (2k+1)x, 那 么 当 k>%w 时 ， 
(2k+1)x n 
| “i ‘di |> C2kr)rz| sin zt = CR 和 


2Kr 


这 与 式 (2) 显 然 是 矛盾 的 .由 于 


3 1 
| tr2sin t [< 7 


故 当 2 一 p 放 1, 即 0 二 pp 二 1 时 , 式 (1) 绝对 收敛 .而 当 2 -一 盖 0, 即 0 二 了 < 王 2 
时 ,由 于 当 1 一 + % 时 ,1 单调 地 趋 于 0, 故 由 Dirichlet 判 别 法 , 知 积分 (1) 收敛 ， 
用 16.2 节 中 例 1 的 方法 ,可 知 当 1 壹 p 二 2 时 ,| ”上 趴 二 qt 发散 
综 上 , 当 0<p<I 时 ,积分 (1) 绝 对 收敛 ; 当 1<<p<2 时 ,积分 (1) 条 件 收敛 ; 当 
2 达 p 二 % 时 ,积分 (1) 发 散 . 0 
例 6 设 “0. 讨 论 积 分 


Ee 
的 敛 散 性 . 


解 ” 因 为 当 x>0 时 ,(sin x)/x 王 1, 所 以 x=0 是 一 个 瑕 点 .因此 ,可 把 积分 分 
成 两 部 分 : 


A 


一 Ti 不 Tis 
显然 ,六 是 否 收敛 取决 于 
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是 否 收 敛 .因为 当 x-~>0 时 


sinx = 并 一 坟 如 + OCxz5)， 
所 以 
1- 并 x = 击 妇 +OCx = 二 x (1 + QC) 
因而 当 x>0 时 ， 


1 人 1 “ -2a 
i 
故 当 a 二 1/2 时 , 1 收敛 .由 于 (sin x)/x 志 1, 故 11 绝对 收敛 .再 看 12, 因 为 
| (sin x)/x| 二 1, 由 二 项 式 的 展开 式 , 得 


(0 


x 
所 以 
ee 
因为 积分 | ”5 dx 条 件 收敛 ,| “oO (十 )dx 绝对 收敛 ,所 以 1 条 件 收 钱 . 
综 上 , 当 0<=a<=1/2 ee 0 


最 后 提 一 下 反常 积分 主 值 的 概念 . 
在 6.7 节 中 ,我 们 定义 无 穷 积分 | “f(x)dx 收敛 ,是 指 两 个 无 穷 积分 


| fo0adx, [fodx 
都 收敛 ,并 且 规 定 
| fdax | Foodx + | foodx. 
这 就 意味 着 , 当 4 ,4 “独立 地 趋 于 + % 时 ， 


lim | fdx (3) 
4 一 十 co 

存在 .对 某 些 函数 了 来 说 ,极限 (3) 并 不 存在 .但 当 A = A’ 时 ， 
lim| Fodx (4) 


是 存在 的 .例如 ,积分 | ”xdx 便 是 这 种 情形 . 因为 
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A 1 /2 
| xdx = 二 (A?— 42)， 
-A 访 


式 (3) 这 样 的 极限 当然 不 存在 , 式 (4) 却 是 存在 的 . 
如 果 极 限 


dim | fx)dx 
存在 , 则 称 这 个 极限 为 无 穷 积分 | “f(x)dx 的 Cauchy 主 值 , 记 为 


P.V | foodx = lim 上 fx)dx 
“ 一 2 A—+wJ -A ly 
例如 


P.V.| | 
-~。l1+x? 4+oj -4 工 十 XX2 


对 瑕 积分 ,同样 可 以 定义 Cauchy 主 值 的 概念 . 
设 c 是 f 在 区 间 [a,b] 内 唯一 的 瑕 点 ,定义 


P.V.| fcodx = lim(| /ooadx+ | Foodz)， 
例如 ,| ， 全 是 发 散 的 ,但 它 的 Cauchy 主 值 存在 ， 
3 


容易 知道 ,收敛 的 无 穷 积 分 或 瑕 积分 的 Cauchy 主 值 一 定 存在 ,但 反之 不 然 . 
练习 题 16.3 


1. 判断 下 列 反常 积分 的 敛 散 性 : 


Wn + 光 
| dx (A>0); 2 | LO, 
We | VX - 

(3) | -5 | idx; 
2 ln sinx,,. dx 
) | 大 ; XPClnX)9 


(7) | Xia SS 1 
2. 判断 下 列 反 常 积分 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 : 


(1) | zesin jdxtg ws (2) 网 xX"sin x gy(g > 0). 
0 o 1l1+x? 
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问题 16.3 
. 判断 反常 积分 
op i a 
| 2 四 
0 x 
的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 


. 设 函数 /在 (0,1) 上 单调 ,在 点 x = 0 和 x = 1 的 邻 域内 不 必 有 界 .如 果 | f(x)dx 收 合 
证 明 ， 
lim 寺 志 (于 )= | fevax. 


.上 一 题 的 逆 命 题 是 否 成 立 ? 即 车 了 在 (0,1) 上 单调 , 且 lim 上 沪 (人 ) 存 在 ,是 否 能 保证 


k=1 


| 7coadzx 收敛 ? 试 研究 
_1 1 
fx) = 就 下 一 
. 利用 第 2 题 的 结果 ,证 明 : 对 任意 的 之 0, 有 
1 1°1 烤 2°-1 村 5a 半 n°-! 1 
im = 一 . 
n> n C 


。 设 f 在 (一 ,+ c) 上 连续 , 且 
lim f(x) = 0， lim f(x) 
都 存在 .证 明 : 对 任意 的 7 盖 0, 有 
| ex + fox)dx = va- b). 


i 
SS 


. 设 <c 盖 0,b>0. 证 明 : 
GD 如 果 了 在 [0, + %) 上 连续 , 且 lim f(x) = 了 (+ %) 存 在 ,那么 


| 区 i A =))im 也; 


0 Xx 
(2) 如 果 了 在 [0, + ) 上 连续 , 目 |” 大半 dx 收敛, 那么 
关 flax) fbx) _ fe In 2 
0 pa a 


(3) 如 果 了 在 (0, + %) 上 连续 ,fC+ %) 存 在 , 且 ] 全 dx 收敛 ,那么 
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六 fax) — f(bx) 
0 x 


i 
= f(+ wo)In 二 


7. 利用 上 述 结果 ,计算 下 列 积 分 : 
(1) 六 Sc 0,b 0 
0 x 


(2) 上- COS ax 一 COS bx 
0 


dx(a >>0,b > 0). 


16.4 反常 重 积 分 


与 单 重 积 分 的 情形 一 样 ,在 第 10 章 讨 论 重 积分 时 也 有 个 限制 :积分 区 域 必须 
是 有 界 的 ,被 积 函数 在 积分 域 上 必须 是 有 界 的 . 对 不 满足 上 述 条 件 的 情形 ,如 何 定 
义 重 积分 ? 下 面 先 来 讨论 无 界 区 域 上 的 重 积 


16.4.1 无 界 区 域 上 的 反常 重 积 分 
为 简单 起 见 , 我 们 只 对 R* 上 的 无 界 区 域 作 详细 的 讨论 ,一 般 R* 上 的 无 界 区 


域 的 情形 是 一 样 的 . 


定义 16.4.1 设 刀 是 R 中 的 无 界 区 域 ,f:D->R,f 在 D 的 任何 有 界 子 区 域 
上 都 可 积 .又 设 卫 是 一 条 面积 为 零 的 曲线 , 它 和 原点 的 距离 记 为 4dCP), 即 


图 16.1 
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d(T) = inf{Vx: + yy:(x,y) GE 卫 ). 


由 厂 割 出 来 的 D 的 子 区 域 记 为 Dr (图 16.1). 如 果 
极限 


1 


存在 且 有 限 ,并 且 与 卫 的 选取 无 关 , 则 称 f 在 D 上 反 
常 可 积 ,简称 可 积 , 记 为 


waray = lim | tee weray. 


d(T)—>+% 


这 时 称 反常 积 | Feedxady 收 分 ;反之 , 称 积 4 


D 
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发 散 . 
例 1 设 D={(x,y):x?+y 宇 qa?). 讨 论 积 分 
I dxdy 
) (X2 半 ye 
的 收敛 性 . 


解 取 T={(x,y):x?*+y=s?,s 之 a). 这 时 ， 
(和 


es Cx? . 2 一 | dg] | 
当 ss 一 + wm 时 ,p 一 1>1, 即 当 p 之 2 时 , 原 积分 收敛 ; 当 P 委 2 时 , 原 积 分 发 散 . 口 
与 单 变 量 反常 积分 一 样 ， 我 们 先 给 出 非 负 画 数 的 比较 判别 法 . 为 此 , 先 证 明 下 
面 的 引 理 . 
引 理 16.4.1 设 f(x,y) 是 无 界 区 域 DCR2 上 的 非 负 函数 .如 果 { 工 ,) 是 一 列 
分 段 光 滑 曲线 ,它们 割 出 的 D 的 有 界 子 区 域 {D,} 满 足 
记忆 及 所 和 Do 区 县 lmdl,)=+®, 


那么 || 7(x, ydxdy 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ,数列 


计算 得 


(| fcx, yaxay) 
有 界 .如 果 记 
入 sup|| fCx,y)dxdy, 
在 收敛 时 ,有 
[fcx, yaxay Js 
证 明 必要 性 由 收敛 的 定义 即 得 .下面 证 明定 理 的 充分 性 . 设 数 列 
,000 0 = 了 .我 们 要 证 明 


| fo 2 (1) 


a 


任 取 一 条 曲线 古 , 记 P《T)=sup{ Vx + 六 :《x,y)ET}. 由 于 limd(T，)=+%, 故 
当 充分 大 时 ,总 有 d(T, ) 这 P(T) ,因而 DrCD, ,于 是 
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| ters maray < caxey 过 I. 
另外 ,对 任意 的 s 盖 0 ,存在 no ,使 得 
| fex, yax > 
访 ， 


因此 当 dCP) 之 4dCP。 ) 时 ,有 
I > | Pro a ede py 
这 就 证 明了 式 (1). 0 
现在 可 以 证 明 下 面 的 比较 判别 法 . 
定理 16.4.1 设 D 是 R* 中 的 无 界 区 域 .在 D 上 ， 
0<f(x,y) < g(x,y), (2) 
那么 : 


GD 当时 gCxsyyaxdy 收敛 时 ,| 7Cxz,y)dxdy 也 收敛 ; 

(2) fer yaxay 发 届时 ,Gx, Ddxdy 也 发 散 . 

十 朋 “GD 取代 ,使 得 Himdtr) =+ am. 因 为 |g(x,y?dxdy 收敛 , 故 由 引 
理 16.4.1, 知 数列 作 see ardy} 有 办 由 式 (2)， [cenaxey 也 有 


再 用 引 理 16.4.1, 即 知 | fx,y)dxdy 收 伍 . 


(2) 这 是 显然 的 . 0 
在 单 积分 的 情形 下 ,我 们 已 经 知道 ,如 果 | f(x) | 在 La, + %) 上 可 积 , 即 反常 


积分 | | fx) | dx 收敛 ,可 以 推出 | fx)qx 收敛; 但 从 | ”f(x)dx 收敛, 却 扒 


不 出 | ”| f(x) | dx 收敛 .但 在 重 积分 的 情形 下 ,两 者 却 是 等 价 的 .这 是 反常 单 积 


分 和 反常 重 积 分 的 重要 差别 . 
定理 16.4.2 设 D 是 R* 中 的 无 界 区 域 ,那么 f(x,y) 在 D 上 可 积 的 充分 必 


证 明 ” 先 证 定理 的 充分 性 . 设 || | f(x,y) | dxdy 收敛 . 记 
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和 f(x»y), 当 Fwy 0 时， 
当 f(xs7) 支 0 时 ， 
pF 全 当 fx,y) 之 0 时 ， 
= fC 0 有 肝 。 
这 样 广 和 广 都 取 非 负 值 , 而 且 
fxsy) = f° (xyy) — f(x,y). (3) 


根据 比较 判别 法 ,再 从 
六 《要 | fxs | 六 《了 有 | F(R |s 

知 广 和 广 都 在 上 可 积 . 从 而 由 式 (3) 即 得 了 在 乙 上 可 积 . 

现 证 必要 性 . 设 f(x,y) 在 D 上 可 积 ,如 果 |f(x,y)| 在 D 上 不 可 积 , 我 们 要 导 
出 矛盾 .由 于 

| fxs | t+ 

广 和 广 中 必 有 一 个 在 D 上 不 可 积 .不 妨 设 广 在 D 上 不 可 积 .由 引 理 16.4.1 知 ， 
对 任意 大 的 正 数 G ,存在 一 条 曲线 研 , 使 得 在 由 它 割 出 的 D 的 有 界 子 区 域 Dr 
上 ,有 


Lr (x, dxdy > GO. (4) 
从 式 (4) 出 发 ， 可 用 数学 归纳 法 证 明 ， 存在 一 列 曲线 { 卫 , ) ,使 得 它们 割 出 的 D 的 有 


界 子 区 域 满 足 : 
DiICDC…CDC…， limd(T,) =+ %, 


dr Gaxdy >2] 176e londy + (1 三 125) (5) 


事实 上 ， 对 任意 给 定 的 DD; ,由 式 (4) 知 , 总 有 D; ,使 得 
la Cx,ydxdy>2| | f(x,y) | dxdy +1. 
这 就 是 说 , 当 n=1 时 , 式 (5) 成 立 . 现 设 n=k 时 , 式 (5) 成 立 , 即 
| 六 camazty > 中 | fCx yy) | dxdy + 不 . 


于 是 总 可 取 D+2 ,使 得 
由 产 Cr,y)dxdy 之 2 | | fexsy) | dxdy + k+l, 


D+2 Dkr1 


即 式 (5) 对 n =k+1 也 成 立 .由 于 
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六 (XK, Y) 过 | fx,y) a 


, (6) 
-| | fC(x,y) | dxdy <— | (x,y)dxdy, 
DD DD; 
故 从 式 (6) 和 式 (5) ,得 
| f° ryaxdy= || f° Gx,y)dxdy -| f° Ce ydxdy 
Dr1\Dn +1 Dn 


| 
> 大 mazdy | | f(x,y) | dxdy 


+1 


> | fCxsy) | dxdy+n (n= 1,2,.…). (7) 


Dy mvol 1 ) (8) 


i=1 


图 16.2 


是 广 Cx,y) 在 Dan\D, 上 的 下 和 , 因 天 可 积 , 式 (8) 的 极限 就 是 | f* dxdy， 
Dn+1\Dn 
故 当 分 割 充分 细 时 ,有 


2 mo 1 )> | f' (x,y)dxdy—1 
i=1 


Dnh+l\Dn 


> | Pew | dlpy Fu Heldy, oy 
D 


这 里 已 经 用 了 不 等 式 (7). 从 式 (9) 可 知 在 分 割 x 下 ,有 许多 小 矩形 使 得 mf" 之 0. 
记 这 些小 矩形 的 并 为 P,, 从 而 有 


Fpardy > 阅 mood 二 | Fe | dxdy + n ~ 1. (10) 
于 元 eh Dn 
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再 记 E, = D, UP , 则 有 
Jpae = Deewanay 下 | warey 


n 


= | fc, ydxdy + || f° Ge,y)dxdy 
BP 


Se | | fCxsy) | dxdy +||f (Cx,y)dxdy 
D, Pi 


2 二 (11) 
最 后 一 个 不 等 式 用 了 不 等 式 (10). 现在 的 问题 是 , E, 不 一 定 是 连通 的 , 就 像 
图 16.2 中 所 画 的 .但 解决 这 个 问题 很 简单 ,只 要 在 D, 和 P， 之 间 连 一 些小 通道 ， 
两 者 就 连通 了 , 记 连 通 后 得 到 的 区 域 为 C, .由 于 这 些小 通道 的 面积 可 以 充分 小 , 且 
f 是 有 界 的 ,f 在 其 上 积分 的 绝对 值 也 相应 地 小 ,因而 总 可 使 不 等 式 


fersywaxdy>n = (Wn = 1,2,) 
0 


成 立 . 这 就 和 了 在 D 上 可 积 矛 盾 了 . 这 个 矛盾 说 明 
|fCx,y)| 在 D 上 也 可 积 . D R 
例 2 设 f(x,y)= (2- xy)xye *,D= {(x,y): 
0 之 x 过 1,0 壹 y 二 + %}). 证 明 : 积 分 1 = Jfex, maxdy 
D 


证 明 记 ( 图 16.3) 
Di = {((x,y): 0 过 大雪 1,0 委 过 愉 ) 
按 定义 ,有 


T= lim | fcr, yardy, 
fey 


» 


县 | 


图 16.3 


1 R 
| e 一 xy)xye 3dxdy = | dx| (2— xy)xye ~*dy 
Dn 0 0 
。 四 加 a 
= jax| (9 全 ) )dy 
1 
= | Gy OY 


-see 


0 


R 1 

dx = | XR2ze Mdx 
0 0 
emdx) 
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0 et es Se 
= R(e 证 玉 ) 1 (R co) 
这 就 证 明了 积分 是 收敛 的 . 0 
若 记 
1 + oo i 1 
1 = jax| f(x,y)dy, 7 = | dy| fCx,y)dx, 
那么 从 


开关 sYY By (Me™) = ye ”), 
立刻 可 得 [1 =0, 72=1. 这 本 仙子 中 用 ， 即使 积分 收敛 ,也 不 一 定 能 交换 积分 的 
次 序 . 
16.4.2 无 界 函 数 的 反常 重 积 


设 DD 为 R? 中 的 有 界 区 域 ,点 poEDD, 二 元 函数 f(x,y) 在 D\{po) 上 有 定义 ， 
但 在 po 附近 无 界 , 这 时 称 po 为 f 的 瑕 点 .如 果 曲 线 YCD,f 在 D\y 上 有 定义 ,但 
在 y 附近 无 界 , 则 称 y 为 f 的 瑕 线 . 

定义 16.4.2 设 f:D\(po} 王 RR,po 为 f 的 一 个 瑕 点 . 设 丁 为 D 中 一 条 分 段 
光滑 的 财 曲线 ,po 含 在 械 的 内 部 . 记 械 包围 的 区 域 为 o， 

p(T)= suptlp-poll:pET). 
如 果 二 重 积分 


| fr, yaxdy 
总 存在 ,而 且 极限 四 
lim sf waray 
存在 , 且 极 限 值 与 卫 的 取 法 无 关 ， 则 称 f 在 D 上 可 积 , 并 记 
| fx, yaxdy = lim, | fxr, ydxdy. 
; > 


这 时 称 无 界 函数 的 反常 重 积分 | x，y)dxdy 收敛 ;反之 , 称 积分 发 艇 . 


例 3 设 DD={(Cxry):x+ 刀 <a2) .讨论 积分 


| Ey 人 


的 敛 散 性 . 
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解 ” 显 然 ,(0,0) 是 被 积 函 数 
、 1 
fxs = x? + 好) 
的 瑕 点 . 记 T. = {(x,y):x?*+ 六 =e?}). 当 0 二 e 过 a 时 ,TCD. 记 DD。 是 T, 的 内 


部 ,那么 


> . ;= | ”dr - 此 


这 里 r= Vx +y” a e 一 0 时 ,上 述 积分 当 p<2 时 收敛 , 当 p 宇 2 时 发 散 . 0 
与 无 界 区 域 上 的 反常 积分 一 样 ,比较 判别 法 、 可 积 和 绝对 可 积 等 价 的 定理 对 无 
界 函 数 的 反常 积分 同样 成 立 , 这 里 不 再 详 述 . 
例 4 计算 反常 积分 
T= | 1n sin(x— y)dxdy， 
‖ 


这 里 DD 是 由 y=0,y=x 和 x=x 围 成 的 区 域 ( 图 16.4). 


图 16.4 
解 ” 作 变换 w=x 一 y,v=x+y, 即 
3 El 
X 三 方 (UL + v), y= 32 u). 
这 时 ， 


G(x.)) _ 


1 
a(u,v) 2 


LY YI 
DI Nel 


区 域 D 变 成 了 u,v 平面 上 由 直线 u = v,u=0,u+ v=2x 围 成 的 区 域 D'. 于 是 
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了 = | ln sin(x — y)dxdy = li sinududv 
D D’ 


bg 2rx—u 工 
下 ln sin udu| dv = | — u)ln sin udu 


nx /2 工 
| tln sin tdt = | tln sin tdt +| tln sin tdt 
0 0 mn/2 


7/2 /2 
| ji i +| tn = 51n sin fat 
0 0 
Ss /2 xR zx 
二 | ln sin tdt = jln2, 
这 里 我 们 已 经 引用 了 已 知 的 结果 (6.7 节 中 的 例 9)， 


| mn sin tdt = 一 工 ln 2. 
例 5 研究 积 
I = 外 dxdydz 
W(X+ y+2)? 
的 敛 散 性 ,其 中 
D= {(x,y,z):x>0,y>0,z>>0,x+y+z<=1). 
解 ” 作 变量 代 换 x= wu(l 一 2),y= uv(l1 一 w),z= uvw. 它 把 区 域 D 变 成 
D’ = (umw):0 过 2 过 1;0 过 "过 1,0 过 内 雪 1)， 
这 时 ,Jacobi 行列 式 为 


二 一 站 一 襄 
as | 浊 u 0|= uv 
a(u,v,w) “ 
vw Uw uv 
于 是 
_ [uv Tw tL dy 
I il 1P dudvdw = .| do| av = BD) rz: 
因此 积分 当 p 一 2<1, 即 p<3 时 收敛 ,这 时 ， 
全 1 
i 


练习 题 16.4 


1. 讨论 下 列 反常 重 积 分 的 敛 散 性 : 
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dxdy 
G) | 
a Cl+|xl 0+) 127 


0. | 要 a 2)7 


0<y< 


A 二 dxdy (a>0,B>0),D = {(x,y):x0,y0,x" + y 1); 


(x 
(4) = {(x,y):0xE1lx+y1); 
D 
dxdy 
G5 | 一 宇 2 一 ， 
ew i p 
Ap 1 人 ye 


dxdy ， 
ss ‘>"> 0,D = {R00 + yl}; 


| 让 dxdy,D = (4)):0 Sx<10<y < 
十 
@ J tm Wavdys DBD = {Cs yy): 这 宇 0,y 宇 0,x+y 声 1¥, 
了 X 十 》 
. 证 明 : 
GD | dy| sincx + ydx = | ax since + ydy = 还， 
0 0 0 4 


(2) 反常 重 积分 ||sin (x + y:)dxdy 发 散 , 这 里 
D 
D= (x,y):0 xX,y wm. 


(提示 : 记 DR = {x,y):x>0,y 这 0, 天 + 于 世 R), 证 明 lim | sin(x? + 交 )dxdy 不 


DR 
存在 .) 
. 计算 下 列 反 常 重 积 分 : 
dxdy 
| Fy = (C(x,y):x 之 0,y 宇 0); 
(2) 2 'D= (C(x,y):x0,y 0); 
pe +e” 


dxdy 
-aa ye et Vp x 过 lxt+y>1); 


Pe = {x,y) x1,xy > 1); 


dxdy 


(5) 
2 V1— x —y 
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(6) || e“Vdxdy,D = {(x,y):0 过 xy)}; 
D 
(7) | see cosGxzz + yardy, esinCx + ydxdy; 
R2 R2 
1 
(8) ln 一 一 一 dxdy; 
, J IE 
(9) J sin(x — ydxdysD = {x,y):0S yA 


ao 用 i 
(XxX+ y+2)? 
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在 第 15 章 中 ,我 们 详细 地 讨论 了 一 种 特殊 的 函数 项 级 数 一 震级 数 , 它 的 每 
一 项 都 是 寡 函 数 . 这 一 章 我 们 要 讨论 另 一 种 特殊 的 函数 项 级 数 一 -三角 级 数 


>)(Cancos nx + bsin nx), 


它 的 每 一 项 都 是 三 角 函 数 .讨论 这 种 级 数 ,不 仅 是 数学 上 的 兴趣 ,而 且 有 强烈 的 物 
理 背 景 , 它 是 工程 技术 ,特别 是 无 线 电 通信 、 数 字 人 处 理 中 一 个 不 可 缺少 的 重要 数学 
工具 . 


17.1 周期 函数 的 Fourier 级 数 


我 们 知道 ,在 很 多 科学 技术 问题 中 ,经 常会 遇 到 周期 现象 , 即 经 历 一 定 的 时 间 
了 后 又 恢复 到 原状 的 现象 . 7 称 为 这 个 周期 现象 的 周期 . 周期 现象 都 可 以 用 周期 函 
数 来 描写 .最 简单 的 周期 函数 就 是 通常 所 谓 的 简 谐 波 : 
XxX(1) = asin (wt + 9),， 
它 的 周期 是 T=2x/w,w 称 为 圆 频率 ,9 称 为 初 相 ,a 称 为 振幅 . 
容易 证 明 , 两 个 频率 相同 的 简 谐 波 秋 加 的 结果 仍 是 一 个 简 谐 波 ,而 两 个 频率 不 
同 的 简 谐 波 倒 加 的 结果 就 不 再 是 简 谐 波 了 .例如 
XxX1(t) = sint, xzlt) = 本 sin 31， 
前 者 的 圆 频率 w =1 ,后 者 的 圆 频率 w =3, 它 们 县 加 的 结果 


Xx) oly = sin 二 sin 31 
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是 一 个 较为 复杂 的 周期 波 . 
这 个 例子 说 明 , 把 两 个 频率 不 同 的 简 谐 波 倒 加 起 来 能 产生 较为 复杂 的 周期 波 . 
反 过 来 看 ,一 个 较为 复杂 的 周期 波 有 可 能 分 解 成 若干 个 简 谐 波 的 和 . 这 个 事实 使 人 
们 产生 一 种 想法 :能 否 把 一 个 周期 函数 分 解 为 一 系列 频率 不 同 的 简 谐 波 的 和 ? 即 
f(t) = pe + ps (1) 
如 果 能 做 到 这 一 点 ,就 可 大 大 简化 对 周期 波 的 研究 . 
设 g(t) 是 一 个 以 了 为 周期 的 周期 函数 , 作 变 量 代 换 
2 T 


x = Tt 或 1 = 7X 


则 有 
a 轩  \V  : 
g(1) = sl-*)= fCx), 
那么 了 是 以 2x 为 周期 的 函数 .因此 ,只 需 讨 论 以 2x 为 周期 的 周期 函数 . 
设 了 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 它 的 圆 频率 w=1, 表 达 式 (1) 可 写 为 
f(x 三 i (2) 
车 记 
ao = 2Aosin fo0o, an = A,sin?,, b, = Ancos PP, (n= 1,2,.…), 
则 式 (2) 又 可 写 为 
f(x) = 2) Cancos nx + bsin nx). (3) 
这 样 一 来 ,刚才 提出 的 把 周期 函数 分 解 为 一 系列 简 谐 波 和 至 加 的 问题 就 变 成 一 个 纯 
粹 的 数学 问题 :在 什么 条 件 下 ,周期 为 2x 的 函数 能 展开 成 形 如 式 (3) 的 三 角 级 数 ? 
在 下 面 的 讨论 中 ,要 用 到 三 角 函 数 系 
1，cos XY，SInX，coS2X，Sin2xX，…，coSs nx, sin nx, *** 
的 一 个 重要 性 质 一 一 正 交 性 , 即 任 意 两 个 不 同 的 函数 的 乘积 在 区 间 [ 一 ,mj 上 的 积 
分 为 0. 这 通过 直接 计算 就 能 得 到 : 
| Je cosnxdx = 0 | 1。Sin mnxdx = 0. 


1 
COS 11IXCOS nx = Leos (m— n)x+cos(m+n)x], 
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1 
sin mxsin nx = Leos (m— n)x—cos(m+n)x], 


COS mxsin nx = 六 [sin (m+n)x—sin(m— n)x|, 


又 可 得 到 


| COS MXCOS nxXdx = nm 
= 
le . . 
| sin mxsin nxdx = nm, 
一 者 


上 cos mxsin nxdx = 0. 
现在 回 到 刚才 提出 的 问题 ,在 什么 条 件 下 ,周期 为 2x 的 函数 f 能 表示 成 
f(x) = Dy Cancos nx + bsin nx)? (4) 
暂且 假定 式 (4) 已 成 立 , 并 且 右 边 的 级 数 在 [ 一 x,n] 上 一 致 收敛 于 f(x) ,我 们 来 确 
定 级 数 中 的 系数 a,,b,. 将 式 (4) 的 两 边 同 乘 以 cos nx ,并 计算 它们 在 [一 x,xj 上 的 
积分 : 
站 f(x)cos nxdx 


ao [r S ™ i 
= | COS nxdx 十 DS (oj| COS kxcos nxdx + bx| sin kxcos nxdx ). 
吉庆 = —x ~ 


根据 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ,右边 第 三 项 为 0; 右 边 第 一 项 当 n=0 时 等 于 xao, 当 n 
为 正 整数 时 为 0; 右 边 第 二 项 当天 = 味 时 等 于 ra,, 当 大 夫 半 时 为 0. 因 而 有 

| Foeos nxdx = ran (n= 0,1,.…). 
用 同样 的 方法 ,在 式 (4) 的 两 边 同 乘 以 sin nx ,并 在 [ 一 x,x] 上 积分 , 即 得 

| Foosin nxdx = xb, (n= 1,2,.…). 


于 是 得 到 


an = 二 | flx)cosnxdx (n = 0,1,.…), 


(5) 
b = 二 | fosin nxdx Cn = 1,2,°). 
从 这 里 可 以 看 出 , 式 (4) 的 常数 项 写成 ao/2 而 不 写成 ao ,就 是 为 了 使 a 有 一 个 统 
一 的 表达 式 . 
公式 (5) 把 展开 式 (4) 中 的 系数 完全 确定 了 下 来 ,但 这 是 在 上 面 所 作 的 假定 下 
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得 到 的 . 

现在 从 另外 一 个 角度 来 看 ,假定 了 是 一 个 周期 为 2 的 可 积 且 绝 对 可 积 的 函数 
《如 果 了 是 有 界 函 数 , 就 假定 它 是 Riemann 可 积 的 ,简称 可 积 ;如 果 了 是 无 界 函 数 ， 
就 假定 它 是 反常 绝对 可 积 的 ,简称 绝对 可 积 ). 按 照 公式 (5), 可 以 得 出 一 列 系数 
anypbn ,有 了 an pu， 就 可 以 写 出 相应 的 三 角 级 数 


二 > (ancos nx + b,sin nx). (6) 


n=1 


至 于 这 个 级 数 是 否 收敛 ,如 果 收 敛 的 话 , 它 的 和 是 否 就 等 于 f(x), 这 些 问题 都 有 待 
于 进一步 研究 .但 有 一 点 是 可 以 肯定 的 ,这 个 级 数 是 由 f 所 确定 的 . 

为 叙述 简单 起 见 ,我们 把 具有 周期 2x 且 在 [一 ,xj 上 可 积 且 绝对 可 积 的 函数 
的 全 体 记 为 RL 一 x ,rj. 

定义 17.1.1 设 fERL 一 x,wj. 称 由 公式 (5) 确 定 的 4a,,b; 为 f 的 Fourier 
〈 傅 里 叶 ,1768 一 1830) 系 数 , 由 wp， 确定 的 级 数 (6) 称 为 f 的 Fourier 级 数 , 记 为 


站 Ce 十 p3172 cos nx + bsin nx). 


a 类 函数 , 它 的 Fourier 级 数 是 收敛 于 它 自 己 
的 ,这 正 是 Fourier 级 数 之 所 以 重要 的 原因 . 

下 面 看 两 个 Fourier 级 数 的 例子 . 

例 1 设 f 是 周期 为 2x 的 函数 , 且 


flx) = 


写 出 它 的 Fourier 级 数 . 
解 ”因为 xcos nx 是 奇 函数 ,所 以 


榴 ; 三 二 | 天 COS xdx 三 0 (n= 0,1,2y"), 


二 才 要 入 和 入 
三 无 


一 下， 六 


b; = 二 | xsin nxdx = 二 | xsin nxdx = (— 1)"! 2. 
TY -x TJO n 


f(x) ~ pe ye sin nx, 


n=1 


*~ PC- D"! Zsin nx (= 元 迁 区 过 
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例 2 设 卫 是 周期 为 2r 的 函数 , 且 
,0&2n, 


I 2x, X=0., 


写 出 它 的 Fourier 级 数 . 
解 ” 按 定义 ,有 


1 2r 
Q0 三 i| Xdx = 2r， 
式 J0 
2r 
pe | xcosnxdx =0 (n= 1,2,.…), 


1 2r 
b, = 一 | xsinnxdx = 一 
TJ0 


或 者 


x~nx-2) sin nx (0 < x 2n). 
| 


Fourier 分 析 


上 面 两 个 例子 中 的 函数 ,作为 2 的 周期 函数 ,是 不 一 样 的 (两 个 例子 中 函数 的 


图 像 分 别 见 图 17.1 和 图 17.2) ,因而 它们 的 Fourier 级 数 也 不 一 样 . 
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至 于 能 否 把 “一 ? 改 成 “=”, 要 等 学 习 过 Fourier 级 数 的 收敛 定理 后 才能 作出 
判断 .不 过 从 这 两 个 例子 可 以 看 出 一 个 共同 点 ,它们 的 Fourier 系数 c,,b， 都 满足 
ee 
这 个 事实 并 非 偶然 的 ,下 面 的 Riemann-Lebesgue 引 理 断言 ,任何 可 积 且 绝对 可 积 

函数 了 的 Fourier 系数 都 有 此 性 质 . 
定理 17.1.1(Riemann-Lebesgue 引 理 ) 设 f 在 La,bj(b 可 以 是 + cc ) 上 可 
积 且 绝对 可 积 ,那么 


b 

lim | f(x)cos Axdx = 0， (7) 
b 

lim | fx)sin Axdx = 0. (8) 


证 明 我们 先 证 明 式 (7) 成 立 . 先 设 f 在 La,bj] 上 Riemann 可 积 , 故 它 必 有 
界 , 即 存在 常数 M ,使 得 |f(x) | 三 M 对 xELa,b] 成 立 . 记 n= [V4j,; 则 当 4 一 
+ % 时 ,n 一 二 % .现在 把 区 间 La ,bj n 等 分 ,分 点 为 


xi =at pd = 而 Cs lssn), 
记 wi 为 f 在 小 区 间 Lxi-1,x;] 上 的 振幅 ,那么 由 于 了 是 可 积 的 ,所 以 有 
lim 2) wiAx; = 0， (9) 


这 里 Ax; = xi 一 xi-1. 注意 到 


| cos ixdx | = | sin Ax;_1 — sin MX [< 这， 


i—l 
| cos Mx | 过 1， 
以 及 
b 
| f(x)cos Axdx 


= p31 f(x)eos Axdx 
Ek 


2 | (f(x) 一 f(xi1)) eos Axdx 2 COS MXdx， 
i=1™ “=1 i=1 xi-1 


b n 
| f(x)cos ixdx|< DwiAxi+ Sm 
i=1 
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2 
过 wiAxi 二 -一 M 一 0 (1 一 + ~). 
2 
再 设 f 在 La,bj 上 反常 绝对 可 积 .不 妨 设 b 是 f 唯一 的 瑕 点 ,那么 对 任意 的 
二 0, 存 在 7 这 0, 使 得 


2 
由 于 f 在 [a,b 一 7] 上 Riemann 可 积 , 由 刚才 证 明 的 结果 知 ,存在 Mo 二 0, 当 和 二 hu 
时 ,有 


: E 
| | f(x) | dx = 二 . 
b-7 


b-7 
| fx)cos hzdz| 一 号 . 
于 是 当 ) 之 io 时 ,有 
b b-—7 b 
| feos hxdx|< 中 f(x)cos Axdx +| | CX) | dx < 人 
a a -7 
当 b =+oc 时 ,因为 f 在 (a， + c ) 上 绝对 可 积 ,对 任意 的 es 盖 0, 存 在 Ao 二 
4, 使 得 | | fCx) | dx 一 号 .又 因 lim | "f(x)eos Axdx = 0, 所 以 存在 Mo 二 0, 当 


A 
和 之 ho 时 ,有 || fx)cos hzdx| < 号. 于是, 当 和 之 Mo 时 ,有 


十 oo 40 十 吕 
中 flx)cos Axdx | 去 | f(x)cos axdx| +| | f(x) | dx = e. 
a a 0 


这 就 证 明了 式 (7) 成 立 .用 同样 的 方法 ,可 以 证 明 式 (8) 成 立 . 
由 Riemann-Lebesgue 引 理 ,可 得 : 
推论 17.1.1 设 {a,),{b,) 是 某 个 可 积 且 绝对 可 积 函 数 的 Fourier 系数 ， 
那么 


lim a, = lm b, = 0. (10) 
由 此 可 见 ,并 不 是 每 个 三 角 级 数 
和 + Sa cos nx + bnsin nx) 


都 有 “资格 ”作为 某 个 可 积 且 绝 对 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 的 , 它 要 能 成 为 一 个 
Fourier 级 数 ,必须 满足 条 件 式 (10). 


由 Dirichlet 判别 法 知 ， 积分 |” 寞 sin xdx 是 收敛 的 ,作为 Riemann-Lebesgue 引 
理 的 一 个 应 用 ,我 们 可 以 算出 这 个 积分 的 值 . 
便 3 证 明 | ”Saxax = 也 


2 
。 309 。 


数学 分 析 教 程 C) ( 


证 明 将 等 式 


这 
副 
区 
兰 
名 
© 
已 
本 
涝 

全 


把 上 式 右 边 的 积分 写成 


sin (n i 


0 


由 于 lim 1 


个 积分 当 n->% 时 趋 于 0, 因而 有 


sin (n+ 去 ) 


lim ;2 dt = lim| 一 -2 gq 
ii->cJ 0 2sin 广 n>%yJ0 t 
nt+l1/2)x os 十 co 
= lim "sin x Xdx s| 
n>%~yJ0 Xx 0 
再 由 式 (11) ,得 到 
Wi 奖 
| x QF 2 


在 式 (12) 中 作 变 量 代 换 x = At (4 二 0) ,又 得 到 
”Sin 人 _ 
| ps dx = 可 
我 们 将 在 定理 17.5.4 的 证 明 中 用 到 这 一 结果 . 


练习 题 17.1 


1. 证 明 :n 次 三 角 多 项 式 
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Et | (a -i (n+ 


(11) 


im [ 室 到 =0, 根 据 Riemann-Lebesgue 引 理 ,上 式 右 边 中 的 第 一 


sin x 
-一 一 dx. 
x 


(12) 
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T,(Cxz) = >)y(Cakcos kx + Bisin kx) 


的 Fourier 级 数 就 是 它 自 己 . 
. 设 了 是 周期 为 2x 的 可 积 且 绝 对 可 积 函 数 .证 明 : 
(1) 如 果 了 在 [一 x,xj 上 满足 f(x+x) = f(x), 那 么 
azn-1 = bzn-1.= 0; 
(2) 如 果 f 了 在 [一 ,wj 上 满足 fx+x)= 一 了 (Xx), 那么 
azn = pa = 0. 
. 设 a,,b, 是 周期 为 2x 的 可 积 且 绝对 可 积 函 数 f 的 Fourier 系数 .证 明 : 平 移 函 数 
f(x+hh) 的 Fourier 系数 是 


a, = Qncos 1 有 + bsin1p，D,， = b,cosnh— a,sinnh. 


. 如 果 级 数 
+ Pd ar ltl br) <+e, 
那么 级 数 
分 站 3 (axcos kx + bisin kx) 
必 为 某 周期 为 2x 的 函数 的 Fourier 级 数 . 
计算 极限 lim| ln xcos: Axdx. 


. 设 f 在 [一 x,xj 上 可 导 , 扩 可 积 且 绝 对 可 积 .如 果 f( 一 x) = fr) ,证 明 : 


问题 17.1 


. 设 了 是 周期 为 2r 的 可 积 且 绝 对 可 积 函 数 .证 明 : 

(1) 如 果 了 在 (0,2x) 上 递减 ,那么 b, 宇 0; 

(2) 如 果 在 (0,2x) 上 递增 ,那么 b, 二 0. 

. 设 f 是 周期 为 2x 的 Riemann 可 积 函 数 .如 果 它 在 (一 n,n) 上 单调 ,证 明 : 


-nt poli 
a = 0(), b= 0() (n>). 
. 设 f 在 [a,bj] 上 Riemann 可 积 .证 明 : 
5 3 2 他 
lim| fx) | sin mx | dx = 2| fx)dx, 


b b 
lim| fx) | cos nx | dx = | f(x)dx. 
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4. 设 f 在 (一 %,+%) 上 绝对 可 积 .证 明 : 
. +oo 加 2 +% 
lim| ~ fC) | sin nx | dx = 和 | fordx, 
. 十 名 > 和 
lim| ~ fC) | cos nx | dx = | fonax. 
5 设 f 在 [一 a,aj 上 连续 ,日 在 x=0 人 处 可 导 . 求 证 : 


im | 1— cos Mp( ydx | Fw) = Fi= gy 
和 0 


1-=+o x 


17.2 Fourier 级 数 的 收敛 定理 


现在 开始 讨论 Fourier 级 数 的 收敛 问题 .为 此 , 先 把 它 的 部 分 和 用 积分 表示 
出 来 . 
国定 xo ,17.1 节 中 式 (6) 的 部 分 和 为 


Sn(Xo) = % + >) Caxcos kxo + bxsin kxo). 
k=1 


把 上 节 中 ax ,bx 的 表达 式 (5) 代 入 上 式 , 得 


Sn, (Xo) | flxydyx 测 3 二 三 Cx)(Ccos kxcos kxo + Sin kxsin kxo)dx 
—x 大 = —x 


山 


工 | Foo ( 寺 丰 Doos 这 二 x0) jdx. 
利用 三 角 恒 等 式 


1 n sin (n 让 去 x 
十 > ,cos kx = (xX 2man), (1) 
k=1 2sin 去 
2 
即 得 
] fx sin (n+ 去 )(x -xzo) 
Sn(Xo) = 二 | fx) dx. 
TJ -x : 1 
2sin FX 一 X0) 


由 于 被 积 函 数 以 2r 为 周期 , 故 可 把 积分 区 间 改 为 Lxo - r, xo + z ,再 作 变 量 代 换 
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Xx 一 xo 三 1, 则 积分 变 为 
Sin [n+ 记 ): 
2sin 方 


i 二 | for + xo) dt. 


把 上 述 积分 分 为 两 个 积 为 的 和 : 


0 n 
| + 
= 0 


并 对 前 一 积分 作 变 量 代 换 t= 一 u ,最 后 得 $S, (xo) 的 积分 表达 式 : 


1 
1 rs Sin (n 十 > 
Sn (R62 二 | (fwo + £4 FCs 1)) dt. (2 
TNO0 2 a tf 
SID 
分 
这 个 重要 的 积分 称 为 Dirichlet 积分 ,是 讨论 Fourier 级 数 收 和 敛 问题 的 出 发 点 . 函数 
由 
sin (n 二 守 j 
2sin 3 


称 为 Dirichlet 核 . 
这 样 一 来 , Fourier 级 数 的 收敛 问题 ,就 变 为 研究 含有 参 变量 n 的 积分 (2) 当 
n 一 时 是 否 有 极限 的 问题 .不 难看 出 ,上 节 证 明 的 Riemann-Lebesgue 引 理 在 这 
个 问题 的 讨论 中 将 发 挥 重 要 的 作用 . 
让 我 们 对 Dirichlet 积分 (2) 作 进一步 的 研究 . 
把 积分 (2) 写 成 两 部 分 : 
stp = 40 +), e 
这 里 $ 是 一 个 任意 小 的 正 数 . 由 于 函数 
f(xo+1)+ f(xo— 1) 
2sin 2 
在 区 间 [L6,xj 上 可 积 且 绝 对 可 积 , 由 Riemann-Lebesgue 引 理 , 式 (3) 右 边 中 的 第 二 
个 积分 当 mn-~> 时 趋 于 0. 因此 , 当 n 一 w 时 ,5, (xo) 的 极限 存在 与 否 ,以 及 收敛 到 
什么 数值 ,完全 取决 于 式 (3) 右 边 中 的 第 一 个 积分 
Sin (n 二 过 t 
二 | Co 上 Pa es 


2Sin 3 


i, 
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而 这 个 积分 的 值 仅 与 了 在 (xo- 6,xo+6) 上 的 值 有 关 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 下 面 所 
谓 的 Fourier 级 数 的 局 部 化 定理 : 

定理 17.2.1 设 fERL-xr'zr]. 那 么 了 三 的 Fourier 级 数 在 点 xo 处 是 否 收敛 ， 
以 及 收敛 到 什么 数值 , 仅 与 了 在 xo 点 附近 的 行为 有 关 . 

由 此 可 见 , 如 果 函 数 广 和 8 在 xo 点 的 充分 小 邻 域内 有 相同 的 值 , 则 不 论 它们 
在 这 邻 域 之 外 的 值 如 何 , 它 们 的 Fourier 级 数 在 xo 处 同 敛 散 ,而 且 当 收敛 时 有 相 
同 的 和 .考虑 到 f 的 Fourier 系数 a,,b, 是 由 f 在 整个 区 间 L 一 x,xj 上 的 数值 确定 
的 ,上 述 这 个 结论 是 出 乎 意料 的 . 

现在 利用 Riemann-Lebesgue 引 理 给 出 f 的 Fourier 级 数 收敛 的 充分 条 件 . 

定理 17.2.2(Dini 判别 法 ) 设 fERL 一 x,xj. 对 某 个 实数 5s, 令 

Gp(1) = flxo +1) + fxo—1t)—2s. 

如 果 存 在 $>0, 使 得 函数 pg(1)/t 在 L0,6] 上 可 积 且 绝对 可 积 , 那 么 了 的 Fourier 
级 数 在 xo 处 收敛 于 s. 

证 明 在 17.1 节 的 例 3 中 已 经 证 明 


2 sin ( (n+ 去 ) 


2sin 二 


dz 二 1， 


于 是 对 任意 的 s, 有 


; 1 
] fr : sin (n +: 5) 
SuCx0) = s= TCCxo + t) + fro t) -2s) di 

Ce 2sin 去 

2 
三 芽 |， (I sin (n+ 去 )tdi. (4) 

2sin 去 
E 

因为 当 1>0 时 ,2sin (1/2)~t, 由 假定 ,PC(1)/t 在 L0,8] 上 可 积 且 绝对 可 积 ,所 以 


zx 55 也 在 [0,6] 上 可 积 且 绝对 可 积 ,因而 在 [0,x] 上 也 可 积 且 绝对 可 积 .由 


Riemann-Lebesgue 引 理 , 式 (4) 的 右边 当 n 一 % 时 趋 于 0, 因 而 
lim Su。(xo) = 8. 0 
从 Dini 判别 法 ， 可 以 得 到 下 面 一 些 便于 应 用 的 判别 法 . 
定义 17.2.1 设 f 是 定义 在 xo 附近 的 函数 .如 果 存 在 $S 二 0, 克 >>0 和 和 aE 
(0,1], 使 得 当 1€E (0,6] 时 ,有 
| fexo £1) = Fexo F 0) (Lit, | flxo = DD = Fr0 = 0 | 过 下 
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则 称 f 在 xo 附近 满足 a 阶 Lipschitz( 利 普 希 效 ,1832 一 1903) 条 件 . 
定理 17.2.3 设 fER[ 一 x,j. 如 果 了 在 xo 附近 满足 a 阶 Lipschitz 条 件 , 那 
么 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收敛 于 (f(xo +0)+f(xo 一 0))/2. 
证 明 在 定理 17.2.1 中 取 s=(f(xo+0)+f(xo 一 0))/2, 于 是 
9(1) flxo + EB — flxo + 0) # flxo — 1)— f(xo 一 0) 


t 1 yr 1 
因为 f 在 xo 附近 满足 a 阶 Lipschitz 条 件 , 所 以 

22 < 经 (0 一 :过 9). 
当 w=1 时 ,2o(t)/r 是 有 界 函 数 ; 当 0 二 a 过 1 时 ,8(1)/t 在 [0,6] 上 绝对 可 积 .从 
而 Dini 判别 法 的 条 件 成 立 . 0 


定理 17.2.4 设 fERL-r,r]. 

(1) 如 果 了 在 xo 处 存在 导数 f(xo) ,或 者 有 两 个 有 限 的 单 侧 导 数 : 
ey limf Xo 十 二 到 fix) fxo 一 fox) 
1>07 二 

那么 了 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收敛 于 f(xo). 
(2) 如 果 了 在 xo 处 仅 有 两 个 有 限 的 广义 单 侧 导 数 : 
jim 帮 xz + 1) 二 十 OO lm 大 zxo = -人 = 
1>0+ 1—>0+ 
那么 了 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收 人 鳅 于 (f(xo +0)+f(xo 一 0))/2. 
证 明 设 f 在 xo 处 有 两 个 有 限 的 单 侧 导 数 , 从 而 存在 9 盖 0, 当 0 一 上 < 
时 ,有 


fx0) = lim 
t=07* 


| fl +t YY — fem le Les fm == | 
这 说 明了 在 xo 的 附近 满足 1 阶 Lipschitz 条 件 .在 其 他 几 种 情况 下 也 能 推出 同样 
的 结论 .由 定理 17.2.3, 即 知 f 的 Fourier 级 数 收敛 于 (f(xo +0) + jxo-0))/2. 癌 
为 了 把 Fourier 级 数 收敛 的 条 件 说 得 更 明确 些 , 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
定义 17.2.2 ”如果 存在 La ,bj] 的 一 个 分 割 
a=to<hi<…<it,=b, 
使 得 按 以 下 方式 定义 在 每 个 子 区 间 [Li;-1,1;] 上 的 函数 


ffii +0)s x:= tiis 

so -ie XE(tinLi) (i = 1,.…,n), 
flti — 0),， 汪汪 

都 是 可 微 的 (在 两 个 端点 处 单 侧 可 微 ) , 则 称 函 数 了 在 La ,p] 上 是 分 段 可 微 的 . 
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根据 这 个 定义 ,我 们 有 : 

定理 17.2.5 ”如果 周期 为 2x 的 函数 f 在 [一 x,xj 上 是 分 段 可 微 的 ,那么 了 的 
Fourier 级 数 在 每 点 xo 处 收 钱 于 (f(xo + 0) + 了 (xo 一 0))/2. 特 别 是 在 fF 的 连续 点 
处 , 它 收 钱 于 f(xo). 

证 明 这 实际 上 就 是 定理 17.2.4, 不 过 是 换 一 种 说 法 而 已 . 0 

由 此 可 见 , 只 要 了 在 [一 x,xj 上 有 一 阶 导数 ,就 能 把 它 展开 成 Fourier 级 数 .从 

一 点 来 看 ,Fourier 级 数 比 寡 级 数 优越 得 多 . 

现在 让 我 们 回 过 头 来 看 一 下 17.1 节 中 的 两 个 例子 .这 两 个 例子 中 的 函数 显然 

都 是 分 段 可 微 的 .根据 定理 17.2.5, 对 例 1 而 言 , 有 


区 三 = 1 1 sin nx (一 区 <X<T)， 
或 者 
考 所 DD Cr 
在 上 式 中 取 x = x/2, 就 得 到 
1 1 区 


1 一 一 eee 一 一 一 
1 3 15 元 二 4 


f 在 两 个 端点 处 不 连续 ,f(x+0)= 一 ,f(x 一 0)=x, 因 而 了 的 Fourier 级 数 在 x= 
zt 处 收 化 于 (f(x+0)+f(x 一 0))/2=0. 同 理 , 它 在 x= 一 x 处 也 收敛 于 0. 
对 例 2, 有 
区 二 :证 :一 S sin nx (0= x 2n), 


n=1 


或 者 
2 = 下 上 (0 一 x 二 2r). (5) 


这 正 是 当年 Abel 举 的 例子 ,用 以 说 明 连 续 函 数 项 级 数 的 和 可 能 是 不 连续 的 ( 见 
9.3 节 ). 

在 区 间 (0,2x) 的 两 个 端点 处 ,由 于 f(0+0)=0,f(0 一 0)=2x, 所 以 f 的 
Fourier 级 数 在 x =0 处 收敛 于 (f(0+0)+f(0 一 0))/2= Xx. 同 理 , 它 在 x=2x 处 也 
收敛 于 x. 

从 等 式 (5) 出 发 ,不 必 经 过 计算 就 可 得 到 其 他 一 些 有 趣 的 等 式 .例如 ,在 式 (5) 
中 把 x 换 成 2x, 便 可 得 


= 3 (从 过 着 过) 


e 
~ 
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再 从 式 (5) 中 减 去 这 个 等 式 , 便 有 


= 忆 甸 加 x CO 


Ro 1)” 1! ,我 们 再 一 次 得 到 


下 面 再 看 两 个 例子 . 
例 1 把 函数 
ft) 《和 
展开 为 Fourier 级 数 . 
解 把 大 的 定义 扩充 到 整个 数 轴 上 ,使 
之 成 为 周期 为 2x 的 函数 (图 17.3). 把 扩充 


一 3T 一 2T —T 
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并 一 到 元 涝 


定义 后 的 函数 记 为 ,那么 是 (- %， 图 17.3 


+ o ) 上 的 周期 为 2r 的 连续 偶 函 数 .于 是 


00 = 二 | zadx = 之 记 ， 
Xo 3 


3 二 | xcos nxdx = (一 1)” (7 三 1,2，)， 
式 J0 n 


b, = 二 | x:sinnxdx =0 (n= 1,2,.…). 
由 Dini 判别 法 , 即 得 


天 可 +421C- 19)" 二 cos nx， 
限制 在 区 间 [ 一 x,xj 上 ,有 
让 = 等 +4D)(- 1D" 志 cos nx (Gi < 


或 者 | 


2 2 


bi We IT (xxQn). 


4 12 
在 式 (6) 中 取 ER <., 则 得 


和 


取 x 三 0, 则 得 


(6) 
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=D 放 0 
ep 12 
例 2 把 f(x)=cosax(a 攻 2Z) 在 [一 x,xj] 上 展开 为 Fourier 级 数 . 
解 ”把 f 延 拓 为 整个 数 轴 上 的 以 2x 为 周期 的 函数 . 记 延 拓 后 的 函数 为 三 , 那 
么 了 是 (一 ,+ %%) 上 的 周期 为 2x 的 连续 偶 函 数 .因此 


2 区 
dn 一 2| COS QXCOS nxdx 
TJ0 


二 | (ees (a— n)x+cos(a+ n)x)dx 


1 (Since— mr, net nr) 
x a—n a+n 


Wi dm Dis Sasin gx Cn. = 051525 7 
n a —n? 


bi 三 人 (nm = 12 ee， 
由 Dini 判别 法 , 即 得 f 的 Fourier 展开 式 为 


FCx) = sin nar (= 办 > i zcos nx). 
限制 在 L - x,x] 上 ,就 得 
COS ax = i er (= 十 >- 1 N20S mx ). D 
如 果 在 上 式 中 取 x=0, 可 得 
区 = 由 a vi 
| 1) es (a ¢ 2). (7) 


我 们 将 在 18.2 节 中 用 这 个 等 式 来 计算 一 个 重要 的 反常 积分 . 

对 上 面 几 个 例子 ,都 是 先 给 出 函数 在 [ 一 x, xj 或 [0,2x]j 上 的 表达 式 , 然 后 把 它 
扩充 成 整个 数 轴 上 的 周期 为 2x 的 函数 ,再 把 它 展开 为 Fourier 级 数 .对 只 在 (0,x) 
上 定义 的 函数 ,如 何 将 其 展开 成 Fourier 级 数 ? 这 时 ,在 (一 x,0) 上 可 任意 补充 了 
的 定义 ,使 在 (一 x,x) 上 有 定义 ,然后 再 把 它 以 2x 为 周期 延 拓 到 整个 数 轴 上 去 . 
对 各 种 不 同 的 补充 ,得 到 的 Fourier 级 数 自然 也 是 不 同 的 ,但 在 (0,x) 上 ,它们 都 收 
敛 到 同一 个 函数 . 

下 面 的 两 种 补充 方法 是 最 常用 的 . 

一 种 方法 是 用 公式 

A) 三 一 六 【一 下 过 无 过 0 
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来 补充 了 在 (一 x,0) 上 的 定义 ,使 在 (一 x,x) 上 成 为 偶 函 数 .这 种 补充 方法 简称 为 
偶 性 延 拓 .这 样 便 有 


an = + fx)cos nxdx = 2| "feeos nxdx (n = 0,1,.…), 
TT -+ 入 


ba = 二 | fa)sin nxdx = 0 Cn = 1 2 
因此 ,f 的 Fourier 级 数 中 只 
f(x)~+ Da. COS nx,， 
称 它 为 余弦 级 数 . 
男 一 种 补充 方法 是 所 谓 的 奇 性 延 拓 , 即 用 公式 
fx) = f= NX (= 和 0) 
来 补充 f 在 (一 x,0) 上 的 定义 .这 时 ,f 是 (一 n,n) 上 的 奇 函数 .于 是 


[7 二 | flx)cosnxdx =0 (n= 0,1,.…), 


罗兰 和 | fensin nxdx (n = 1,2,.…). 
TJ0 
因而 了 的 Fourier 级 数 是 一 个 正弦 级 数 : 
f(x) 一 2 Sin nx. 


由 此 可 见 , 对 只 ! 定 义 在 区 间 (0,zx) 上 的 函数 ,只 要 满足 Dini 定理 的 条 件 ， 我 们 
既 可 把 它 展开 成 正弦 级 数 , 也 可 把 它 展开 成 余弦 级 数 ， 

例 3 把 函数 

站 三 无 (0 有 EE 

分 别 展开 成 余弦 级 数 和 正弦 级 数 ， 

解 为 把 了 展开 成 余弦 级 数 , 先 把 
偶 性 延 拓 到 区 间 ( 一 x,0) 上 ,然后 再 把 它 以 
周期 2x 延 拓 到 整个 数 轴 上 ,所 得 的 函数 记 
为 六 (图 17.4) .于 是 

ao = 2 [xqx = Xx， 


an = 2 | xcos nxdx = Cf 1)* — 1) 
TJ0 nz 
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0U， n = 2k, 
| 


Gh I 
因此 


~ _x 4 cos(2k— 1)x 
j= 名 -A RI 


特别 当 xEL0,xj] 时 ,有 


x 4 cos 2k — 1)x 
2 x (2k -1)? 


令 x=0, 得 
8 和 2 
和 (2k 一 1)2 | EE 
为 把 f 展开 成 正弦 级 数 , 先 把 f 奇 性 
延 拓 到 区 间 ( 一 x，,0) 上 ,然后 再 把 它 以 周 
期 2x 延 拓 到 整个 数 轴 上 ,所 得 的 函数 的 
图 17.5 图 像 见 图 17.5. 这 就 是 17.1 节 的 例 1 中 
讨论 过 的 情形 , 故 得 
六 (0 入 xx 二 间 . 0 
现在 讨论 f 的 周期 为 21 的 情形 . 作 变 换 x = li/x, 并 记 
f(x) = f(t)= g(1), 
那么 g 是 周期 为 2x 的 函数 .如 果 g 满足 Dini 定理 的 条 件 , 便 有 


+ >)(Cancos nt + bsin nt), 


n=1 


g(1) = 了 
这 里 

an = 二 | geos ntdt 〈 灵 =0,1,…)， 

b, = 二 | gsin nidt (n = 1;2，…). 
回 到 原来 的 变量 x ,就 有 


f(x) = 5 (0 cos Tx + bsin Sy ), 


其 中 
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1 
an = 了 | f Cx)cos dx (n = 0,1，……)， 


b, = | fsin Hixdx Cn = 1,2,.). 


这 就 是 周期 为 21 的 函数 的 Fourier 展开 式 . 
如 果 f 只 定义 在 (0,1) 上 ,那么 既 可 把 它 展开 成 余弦 级 数 : 


f(x) = + D) ancos Lx, 
n=1 I 


其 中 
= 3 | fox)eos dx (n = 0,1,.); 
也 可 把 f 展开 成 正弦 级 数 : 
f(x) = Dbasin 了， 
其 中 
bn = ?| Cosin dy Ci = Ly. 
例 4 把 
xz*， 0x 
flxy: = 1—x, i 


在 (0,1) 上 展开 为 正弦 级 数 . 
解 把 f 作 奇 性 延 拓 (图 17.6) ,于 是 


b, = 了 | foosin 4 一 "xdx 


= 了 | in A 2 要 Nn 
Se xsin 1 Xdx + ?| ([ — x)sin dx 


41 nn 


2 图 17.6 
因此 
_ 41 (一 1)4 
bx = 0; Da2k+l 三 了 COR + 1 (k = 0,1,.…). 
从 而 得 『 的 正弦 展开 式 
_ 471 — 1)* 2k+1 
flx) = > i DEF 7 OC). 0 
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练习 题 17.2 


1. 把 函数 
fx) = sgnx (x<x<<n) 


展开 为 Fourier 级 数 ; 证 明 ; 当 0 二 x 二 x 时 , 》) SG 一 1)X - 下 ,并 求 级 数 
k=1 


Zk 4 
ee | wl 
> 1 的 和 和 |， 


ZH 二 1 
2. 在 区 间 (- fr) 上 把 下 列 函 数 展开 为 Fourier 级 数 : 
(1) |x|; (2) sin ax(a 2); (3) xsin x. 


3. 把 f(x)=x 一 [xj 在 L0,1] 上 展开 为 Fourier 级 数 . 
4. 在 区 间 ( 一 1,1) 上 把 下 列 函 数 展开 为 Fourier 级 数 : 


(1) x; (2) x+ |x|. 
5. 利用 cos ax 在 [- rz] Fourier 展开 式 ( 例 2) ,证 明 
CD ootx = 1 + D) rs XA kr k = 0,+1,+2,.); 
n=1 
(次 二 (天 KK = 0, +1, +2,.°). 
sin x % a 光一 于 


6. 证 明 : 对 任意 的 xE( 一 ,+ %), 有 


> n+l 
| cosx |= 吾 + 二 于 Tcos 2nx, 
| sin x | = 2 4 >) 1 Tcos 2nx. 


n=1 

7. 对 xE(0,2r) 以 及 wa 天 0, 求 证 : 
ezr 一 1/1 工 < acos kx — ksin kx 
Ce (Bi* > 上 


天 2 +a? 
问 题 17.2 
1. 证 明 下 列 等 式 : 
(1) 1 1 = ln (2cos 却 )(- xx; 


(2) 六 OS = In (2sin 却 )00<x<2m， 
2. 设 f 在 [a,bj 上 Riemann 可 积 .利用 练习 题 17.2 的 第 6 题 中 的 等 式 , 证 明 : 
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ii ji 2| Co)d 
lim| f(x) | cos ax x= |), fx NW 


fe 次 代 
lim| f(x) | sin Ax | dx = 2| fowax. 
3. 设 g 是 区 间 [0, 由 (Cn>0) 上 的 增 函 数 .证 明 : 
Jim| 8(1) 和 Mtdi = Fel0+0). 


17.3 Fourier 级 数 的 Cesaro 求 和 


Dini 收敛 判别 法 告诉 我 们 ,要 使 f 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收敛 于 f(xo) ,除了 
要 求 f 在 xo 处 连续 外 ,还 要 求 f 在 xo 处 有 一 阶 导数 ,或 有 左右 导数 .这 就 自然 产生 
这 样 的 问题 : 仅 有 f 的 连续 性 ,是 否 能 保证 它 的 Fourier 级 数 收敛 于 自己 ? 1876 
年 ,Du Bois-Reymond ( 杜 布 瓦 雷 蒙 , 1831 一 1889) 举 出 了 一 个 连续 函数 , 它 的 
Fourier 级 数 在 若干 点 是 发 散 的 ,从 而 否定 地 回答 了 刚才 的 问题 . 

一 方面 ,人 们 并 不 在 连续 函数 上 加 条 件 , 而 去 改进 级 数 收敛 的 定义 ,使 得 在 
新 的 收敛 意义 下 ,连续 函数 的 Fourier 级 数 能 收敛 于 自己 . 


设 也 a 是 一 个 无 穷 级 数 ,9， = Da 为 它 的 部 分 和 . 我 们 曾经 定义 :如 果 


lim 5, = = 5, 则 称 级 数 了 a 是 收敛 的 ,s 是 它 的 和 .这 个 定义 很 自然 ,与 人 们 的 直 
观 认识 是 一 致 的 . 它 的 不 足 之 处 是 ,一 些 很 简单 的 级 数 在 上 述 意义 下 却 没有 和 . 
例如 ,级 数 
D3 (1) 

就 是 这 样 . 

新 给 出 的 收敛 定义 ,必须 使 得 在 原来 意义 下 收敛 的 级 数 ,在 新 的 意义 下 仍然 收 
敛 ,而 且 有 相同 的 和 ;而 一 些 在 原来 意义 下 发 散 的 级 数 , 在 新 的 意义 下 却 是 收敛 的 . 
换 句 话说 ,新 的 定义 必须 比 原来 的 定义 能 使 更 多 的 级 数 有 和 . 下面 介绍 的 Cesaro 
求 和 法 就 能 满足 这 种 要 求 . 


定义 17.3.1 设 了 a, 是 一 个 无 级 数 ,{5,} 是 它 的 部 分 和 数列 .如 果 {5S 
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的 算术 平均 


On 一 a (n= ly2 ys) 
是 一 个 收敛 数列 , 即 lim c。 = o ,就 称 级 数 >) a 在 Cesaro 意 义 下 收敛 (或 均值 意义 
LE n=1 


下 收敛 ) ,o 称 为 级 数 > ,av 的 Cesiro 和 , 记 为 2 an = ol(C). 这 时 , 称 级 数 2)a， 
可 以 Cesaro 求 和 


容易 看 出 ,如 果 级 数 > a, 在 原来 意义 下 收敛 于 s, 即 lim S，= s, 那么 (5,} 的 
算术 平均 序列 


也 以 s 为 极限 ， Da, 在 Cesiro 意义 下 也 收敛 ,而 且 有 相同 的 和 . 另 一 方面 ,的 


确 有 这 样 的 级 数 ， 它 在 Cesiro 意义 下 收敛 ,而 在 原来 意义 下 是 发 散 的 .例如 刚才 提 
到 的 级 数 (1) , 它 的 部 分 和 数列 {5S,} 是 

Si = Ls By =O B= Ts D0 my 
因而 在 原来 的 意义 下 是 发 散 的 .但 是 


a 5 n+l ,1 (于 一 co) 
GO2n 一 2n Di G2n+1 2n+1 2 9 


因而 有 
于 = 


现在 把 Cesiro 求 和 法 用 到 Fourier 级 数 上 去 .我 们 证 明 , 连续 函 数 f 的 
Fourier 级 数 在 Cesiro 意义 下 一 定 收敛 于 自己 . 


现 设 
下 和 二- 了 + >) (Cancos nx + bsin nx). 
n=1 
它 的 部 分 和 
] fx sin (n 中 去 )t 
SaCx0) = 二 | fr t+ D+ fm- 0)) —— dt, 
Ee 2sin = 
2 
因而 它 的 算术 平均 
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on(Xo)= 1 Sk (Xo) 
n 


n-1 Sin (上 + 总) 
= | fxo+1)+ f(xo -1)) >) I dt 
k=0 2sin 去 
2 
四 sin (nt/2) \? 
= 元 于 -| om 4 D+ Rm = 1m (mE se) dr, 


这 里 我 们 用 了 三 角 恒 等 式 


下 一 让 
1\, _ sinm(nt/2) 
Zsin (k + sin (1/2) 


(2 


式 (2) 对 任何 可 积 且 绝 对 可 积 的 f 都 成 立 .特别 地 , 取 了 =1, 这 时 S$, (xo)=1, 所 以 


on《(xo) 三 1, 代 入 式 (2) ,得 


|) et 


现在 证 明 : 


(3) 


定理 17.3.1(Fejér) 设 fERL 一 x,xj]. 如 果 f 在 xo 处 有 左 、 右 极限 f(xo 一 


和 f(xo +0) ,那么 它 的 Fourier 级 数 在 xo 处 的 Cesiro 和 为 
堵 (f xo + 0) + fCxo - 0))， 


特别 地 , 当 f 在 xo 处 连续 时 , 它 的 Fourier 级 数 的 Cesaro 和 即 为 f(xo). 
证 明 记 s= (f(xo+0) 二 f(xo 一 0))/2. 我 们 要 证 明 
lim on(X0) = 8. 


根据 式 (2) 和 式 (3)， Ws 


on(CXo) 一 癌 三 


] 2 
"(flxo+t) +fxo—1)-— 25) (2) | 


过 寺 、 sin (1/2) 


时 sin (nt/2) \? 
= rh ,9 a sin 1/2 ) dt, 


这 里 
P(t) = f(xo +1t)+ f(xo—1)— 25s. 


(4) 


由 于 左右 极限 f(xo 一 0) 和 f(xo+0) 都 存在 , 故 对 任 给 的 e 二 0, 存 在 6€E(0,7), 当 


0 二 1 二 6 时 ， 
| flxo + 1) — flxo + 0) |< 5 | flxo — tt) -foxo -0) |<5 
即 | 9(7) | 过 e. 把 式 (4) 写 成 两 个 积分 : 
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下 人 区 
OnCXo) 一 入 三 元 (| + T+ 1;,. 
分 别 估计 这 两 个 积分 ,得 
sin (nt/2) \? 


1 [a sin (nt1/2) 
nile), (to (Ee) a 


ee [?/sin (nt/2) sin (CHMt/2)\ _ ge 
一 下， (ny ) dr di S| (sh ) dt = 2” 
1 sin (nt/2) 
| 1 Lr | ( 千 客 闹 ) dt 
-4 
YE | oC 1ar = 


2nxnsin 


其 中 A = (2nsin? 全 Tf | 9(1) | dt 是 一 个 常数 . 故 当 n > 2A/e 时 ， 


| ae 一 | 要 | Jl+| 下 | + 品 


2 
从 上 面 的 定理 ,可 得 : 
推论 17.3.1 设 fERL 一 x,rj. 如 果 f 在 xo 处 有 左右 极限 , 且 其 Fourier 级 
数 在 xo 处 收敛 ,那么 必 收 钱 于 (f(xo +0) + 了 (xo 一 0))/2. 
证 明 设 f 的 Fourier 级 数 在 xo 处 收敛 于 5s, 则 其 Cesaro 和 也 必 为 .由 定理 
17.3.1 知 ,其 Cesaro 和 为 (f(xo +0) 十 f(xo 一 0))/2, 故 得 


s = 去 (fCxo + 0) + f(xo - 0)). 0 


这 个 推论 断言 ,如 果 f 的 Fourier 级 数 在 某 点 xo 处 收敛 , 且 f(xo+0) 和 
flxo -0) 存 在 ,那么 必 收 敛 于 (fxo +0) + f(xo 一 0))/2, 而 不 会 收 合 于 其 他 值 . 
这 是 Fourier 级 数 和 Taylor 级 数 的 又 一 个 不 同 之 处 . 

如 果 f 是 周期 为 2x 的 连续 函数 , 则 有 下 述 更 强 的 结果 . 

定理 17.3.2(Fejér 定理 ) 如 果 了 是 周期 为 2r 的 连续 函数 ,那么 它 的 Fourier 
级 数 在 Cesiro 意义 下 在 (- ,+ ce ) 上 一 致 收敛 于 三 

证 明 根据 定理 17.3.1 中 的 推导 ,有 


gn Cx) — flx) = 元 |， :CD 人 


其 中 p94(1)= f(x+t)+f(x—t)—2f(x). 
由 于 了 是 整个 数 轴 上 的 连续 函数 , 故 在 闭 区 间 [L - 2x,2x] 上 一 致 连续 . 对 给 定 
的 s 过 0, 存 在 6E(0,7), 当 0 过 1 过 6 时 ,不 等 式 
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| fCx +1) — f(x) he | f(x—1)— fox) | 志 襄 


对 [一 x,xj 中 所 有 x 成 立 . 因而 | 84.(1) | 过 e 对 [一 x,rj 中 所 有 x 成立. 与 定理 
17.3.1 的 证 明 一 样 ,把 式 (5) 拆 成 两 个 积分 : 


of =a + )= +. 
易 知 


| sin (nt/2) _E€ 
ih < a ,( sin (1/2) df= 号 


估计 1; 时 ,注意 到 了 是 [一 x,x] 上 的 周期 为 2x 的 连续 函数 , 故 在 (一 ,+ %) 上 ， 
有 |f(x)| 二 M. 于 是 当 xE[ 一 x,xj],1E[0,xj] 时 ， 
| p42) [<I fx+t) |+| f(x-1t) 1+2| fx) |<A4M, 
因而 
dt 


。 1 
Sin2 而 nsin? - 交 


灿 x 
1h 1<a) 1 en) | 


所 以 当 n>4M/ (esin 时 ， 
| onCx) — fx) | 委 | |+| 7 人 一 
对 [一 x,xj] 中 所 有 x 成 立 . 由 周期 性 ,上 式 对 (- ,+c) 中 所 有 x 成 立 . 
作为 Fejér 定理 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 来 研究 用 三 角 多 项 式 允 近 周期 为 2r 的 
连续 函数 的 问题 . 
称 


T(x) = + 2) Caxcos kx + Brsin kx) 
k=1 


为 n 次 三 角 多 项 式 . Fourier 级 数 的 部 分 和 就 是 一 个 三 角 多 项 式 . 

15.6 节 曾 经 讲 过 , 闭 区 间 La,bj 上 的 连续 函数 不 一 定 能 展开 成 究 级 数 ,但 能 用 
多 项 式 序列 一 臻 逼近 .同样 , 财 区 间 L- r,xj 上 的 连续 函数 不 一 定 能 展开 成 Fourier 
级 数 ,那么 能 不 能 用 三 角 多 项 式 来 一 致 逼近 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 

定理 17.3.3(Weierstrass 逼近 定理 ) 如 果 了 在 L- rr,r]j 上 连续 , 且 f( 一 x)= 
f(7) ,那么 了 必 能 用 三 角 多 项 式 一 臻 逼近 . 

证 明 根据 假定 ,我 们 能 把 三 延 拓 成 整个 数 轴 上 的 以 2x 为 周期 的 连续 函数 . 
于 是 由 Fejér 定理 知 ,f 能 在 (一 ,+ %) 上 用 序列 {o, (Cx))} 一 臻 逼近 . 因为 的 
Fourier 级 数 的 上 次 部 分 和 Si (x) 是 一 个 次 三 角 和 多 项 式 ,所 以 
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ee 二 二 (SoCx) 二 二 二 总 CR 


是 一 个 n 一 1 次 三 角 多 项 式 , 它 就 是 一 个 一 致 台 近 f 的 三 角 多 项 式 序列 . 0 
上 面 这 个 证 明 虽 然 简单 , 却 是 一 个 构造 性 的 证 明 , 因 为 它 给 出 了 用 来 一 致 逼近 
f 的 三 角 多 项 式 o, , 它 就 是 了 的 Fourier 级 数 部 分 和 的 算术 平均 . 


练习 题 17.3 


1. 求 下 列 级 数 的 Cesaro 和 : 
人 二 人 一 开征 业 二 一 了 下 aa 


(2) 二 十 COS 十 COS 2X 十 … 十 COS NX+ .0x2n); 


(3) sin x+sin 2x+sin3x+*…(0<x=27n). 
2. 证 明 :[0,xj 上 的 连续 函数 可 用 余弦 多 项 式 一 致 逼近 . 


3 证 明 : 级 数 >) a 可 以 Cesaro 求 和 的 必要 条 件 是 


an = 0(n). 


4. 试 由 Weierstrass 的 关于 三 角 多 项 式 的 通 近 定理 ,导出 关于 代数 多 项 式 的 通 近 定理 . 


问题 17.3 


1. 设 由 无 穷 级 数 > a， 产生 的 宕 级 数 > au 的 收敛 半径 为 1. 如 果 
lim Baw" =s, 
则 称 级 数 a, 在 Abel 意义 下 收敛 , 称 为 级 数 >a, 的 Abel 和 , 记 为 > a。 = s(A). 这 
时 , 称 习 ,可 以 Abel 求 和 .证 明 ， 


(GD 如 果 级 数 > a, 在 原来 意义 下 收敛 于 ,那么 必 有 


(2) > (- 1D" = 4 (A. 
n=0 2 
2. 证 明 :如 果 >)a, = s (COC), 那 么 必 有 了》 a, = s (A). 
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3. 证 明 : 级 数 >\(- D"(n +1) = 于 CA) ,但 它 不 能 Cesiro 求 和 . 
n=0 
4. 证 明 : 2)(- D"Inn = 十 m 椰 (C). 


5. 设 P37 3 是 两 个 收敛 级 数 ,其 和 分 别 为 4 和 有 .证 明 ， 它们 的 Cauchy 乘 积 >) c。 必 
能 Abel 求 和 ,并 且 


Se, = AB tAY 
n=0 


17.4 平方 平均 各 近 


前 面 已 经 证 明 ,周期 为 2x 的 连续 函数 能 用 三 角 多 项 式 一 臻 通 近 . 对 一 般 的 可 
积 函数 ,这 个 结论 不 再 成 立 . 问 题 出 在 哪里 呢 ? 所 谓 一 致 逼近 ,是 指 
SuP | fx) = Ti(x) |=0 《元 一 ®). 


—x<x<x 


这 就 要 求 了 与 T, 之 差 在 整个 区 间 [ -x,xj 上 均匀 地 趋 于 0, 而 不 允许 有 某 些 点 例 
外 .由 于 连续 函数 在 邻近 点 处 的 值 相差 很 小 ,这 点 能 办 到 ,而 对 一 般 的 可 积 函 数 就 
做 不 到 了 .在 这 种 情况 下 ,我 们 只 能 放弃 一 臻 允 近 , 退 而 求 其 次 ,要 求 能 用 三 角 多 项 
式 T， 平均 地 逼近 广 即 要 求 


[ FT dx 0 一 oo)， 
这 时 ,我们 要 求 对 了 增加 一 些 条 件 , 如 果 了 是 L- rr] 上 的 有 界 函 数 ,我们 假定 它 是 
Riemann 可 积 的 ,因而 用 也 是 Riemann 可 积 的 ;如 果 上 了 是 L -rz 上 的 无 界 函 数 ， 
我 们 假定 是 反常 可 积 的 .从 不 等 式 


1 2 
1f |< 去 +1f 4?) 


知 ,f 是 反常 绝对 可 积 的 ,因而 反常 可 积 .把 [一 x,x] 上 这 种 函数 的 全 体 记 为 
R2[ —x,x]. 

现在 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 17.4.1 设 1ER[ 一 n,nj. 如 果 存 在 三 角 和 多项式 序列 {7T,) ,使 得 


lim| (fx) - Ta C0)sdx = 0， 
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则 称 { 工 , } 平 方 平均 收敛 于 f ,或 者 称 f 可 用 三 角 多 项 式 平方 平均 蔓 近 . 

那么 ,对 RL 一 ,wj 中 的 f, 是 否 存 在 平方 平均 收敛 于 了 的 三 角 多 项 式 序列 
{7T, 0} 呢 ?回答 是 肯定 的 .证 明 这 个 结论 的 关键 是 Fourier 级 数 部 分 和 S,(x) 的 一 
个 极 值 性 质 . 下面 先 对 一 般 正 交 系 的 Fourier 级 数 证 明 这 个 性 质 , 然 后 把 它 用 到 三 
角 函 数 系 的 Fourier 级 数 上 去 . 

我 们 把 La, bj] 上 所 有 可 积 且 平方 可 积 的 函数 的 全 体 记 为 RLa,bj. 在 
R*[La,bj 上 按 通 常 函 数 的 加 法 和 乘 以 实数 的 运算 引进 加 法 与 数 乘 运 算 ,R*[a,b] 
成 为 一 个 线性 空间 .对 任意 的 f,g€ RLa,bj, 称 积 作 

4 | fo gdx 
为 上 和 8 的 内 积 .内 积 有 以 下 简单 性 质 : 
(1)《f,g> = 《8, 了 对 任意 的 f ,gE RLa,b 成 立 ; 
(2) 对 任意 的 实数 el ,as 及 fi ,f2 ,8ER[a,bj], 有 
aifi + azsf2,8> = a1lfi,8) + a2lf2, 8); 
(3) 对 任意 的 fER*[a,bj],《f, 放 宇 0. 


称 
[fl = 天 六 = (| PPcodz) 
为 f 的 范 数 . 


如 果 f,g ER?[La,bj 满 足 条 件 
Cf gy = | fg Gdx = 0 


我 们 就 称 f 和 g 是 正 交 的 . 
设 {90,91,…,9,，“*) 是 R?La,bj 中 的 一 个 函数 系 .如 果 它 们 满足 
Crp = | pr) Pidx = 罗 pe 
a Ax >05 ks 
则 称 {9x} 是 RLa ,bj 中 的 一 个 正 交 系 .如 果 还 有 
Ax 三 1 《天 = 041,:%), 
则 称 这 个 函数 系 是 规范 正 交 的 . 
例如 ,函数 系 
{1,cos xy Sin xX,*** ,COS 1XySin 12X，…)} 
是 [一 x,xj 上 的 正 交 系 , 而 
1 cosx sinx ., cosnx sin nx ... 


Vax Vx Vx Vx Vr 


(1) 
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是 [一 x,x] 上 的 规范 正 交 系 . 
设 {94) 是 RLa,bj] 中 一 个 给 定 的 规范 正 交 系 .对 任意 的 ER2[La,bj 


b 
cg = 《f,Px> = | fC pr)dx (k= 0,1,*) 


为 f 关于 正 交 系 {94) 的 Fourier 系数 ， 由 此 产生 的 级 数 > cxPx《X) 称 为 了 上 关于 正 


交 系 {pxk) 的 Fourier 级 数 , 记 为 
关 《9 el, 
k=1 


前 面 讨论 的 Fourier 级 数 只 是 对 特定 的 规范 正 交 系 (1) 而 言 的 . 


| > crepe x) 
k=0 
为 式 (3) 的 部 分 和 . 称 
Ti(x) = >)akpk(CX) 
k=0 


为 n 次 ?多项式 ,其 中 wx 是 任意 给 定 的 实数 . 
现在 问 ,对 于 给 定 的 f 和 正 整 数 n ,怎样 的 9 多 项 式 T， 使 范 数 


b 1/2 
1f- Tl = (| F600 -Tx0)2dx) 
取 最 小 值 , 即 平方 平均 误差 最 小 ?根据 { 94) 的 规范 正 交 性 以 及 等 式 (2) ,有 
1f- T= | Pooax- 2| FOOT, dx + | TYCOdx 


1| 


b 
fF? -2> os| fx) pr x)dx 
k=0 a 
n n b 
十 3 Paras| Pr (xX) Pi;(X) dX 
有 EU j=0 a 


fF? — 23) crax 十 > oa 
k=0 k=0 


fl?— De + Per — ar)’. 
k=0 k=0 


由 此 看 出 , 当 且 仅 当 
ak = Ce (k=0,1,.,n) 
时 ,| f 一 7T, 1? 才 取 到 最 小 值 


, 称 


(2) 


(3) 
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fF- 时 ee = Nf Do 4) 

这 就 是 说 ,f 关于 { pi) 的 sk 级 数 的 n 次 部 分 和 ， 使 得 上 f 一 Tl 取得 最 小 
值 .这 就 是 前 面 曾经 提 到 的 Fourier 级 数 部 分 和 的 极 值 性 质 .从 式 (4) ,可 得 

Po fl (5) 


这 里 {cx) 是 有 关于 { 91) 的 Fourier 系数 . 式 (5) 称 为 Bessel( 贝 塞 尔 ,1784 一 1846) 
不 等 式 .注意 到 式 (5) 的 右边 与 n 无 关 , 得 出 


Dc < 和 co ， 
k=0 

因而 
lim 的 三 从: 


我 们 把 上 面 的 结果 总 结 成 下 面 的 定理 . 

定理 17.4.1 设 fER[La,bj,(9i} 是 RiLa,bj 中 的 一 个 规范 正 交 系 , {cx) 
是 了 关于 {9x4} 的 Fourier 系数 .那么 : 

(1) 对 任意 的 正 整数 n 及 实数 ao，…,a, ,有 


1f- Darprl 1f- Decrprl; 
k=0 k=0 
(2) |f- Derpill?= 12 一 Dc?; 
k=0 k=0 


(3) Det < NF 
现在 问 ,对 什么 样 的 规范 正 交 系 { 9} ,(3) 中 不 等 式 的 等 号 成 立 , 即 


2 = fl?? (6) 

式 (6) 称 为 Parseval( 帕 塞 瓦尔 ,1755~1836) 等 式 或 封闭 性 方程 . 

Parseval 等 式 (6) 有 明确 的 几何 意义 .我 们 把 规范 正 交 系 {94) 看 做 无 穷 维 空间 
R*[a,b |] 的 一 个 基 , 如 果 f€E R?[a,b] 能 展开 成 Fourier 级 数 , 即 

ease = CoPo (XxX) + C1P1(X) 十 … 十 Cnpn(CXE) 十 …， 

那么 1co,cl,，……cn，)} 可 以 看 成 是 了 在 这 组 基 下 的 坐标 .于 是 Parseval 等 式 (6) 就 
是 无 穷 维 空间 中 的 勾 股 定理 . 

定义 17.4.2 设 {9x}) 是 RLa,bj] 中 的 一 个 规范 正 交 系 .如 果 对 任意 的 f€ 
R*[La,b], 均 有 Parseval 等 式 (6) 成 立 , 则 称 {94) 是 完备 的 . 
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从 定理 17.4.1(2) 和 (3) ,可 得 ; 
推论 17.4.1 规范 正 交 系 (8x) 是 完备 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 f € 
R’[La, bj], 有 


lim | f- Dciprl?*= 0, 
SE k=0 
即 f 可 用 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 平方 平均 通 近 . 
我 们 将 证 明 三 角 函 数 系 
1 cosx sinx ... coskx sin kx 


Dre 9 Et 9 9 9 


和 si (7) 
Vx Vx 


是 完备 的 .从 上 面 的 推论 知 , 这 等 价 于 了 可 用 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 平方 平均 
逼近 .这 就 肯定 地 回答 了 本 节 开 头 提出 的 问题 . 
下 面 先 对 三 角 函 数 系 (7) 写 出 Parseval 等 式 . 今 
1 COS kx sin kx 
ol ) = 一 -一 ， 2k-1( ) = ~， zk (X) = Kk 二 二 2s), 
Polx J 过 Por-1(X ee P2kr (xX 后 ( 
对 任意 的 fER:[ 一 x,xj, 有 


Pe | FooDwscodx = ye i 


C2k-1 = 上 fx) Por1 x)dx = 工 | fx)cos kxdx = Vrax, 
* Mx 5 


cy = 上 fx) Por (x)dx = -= fCx)sin kxdx = Vrbx, 
n NE 


这 里 ax ,bx 是 17.1 节 的 式 (5) 中 定义 的 Fourier 系数 .于 是 
2n n 
> yckpk x) = 二 >) (Carcos kx + bisin kx). 
k=0 k=1 

这 时 Bessel 不 等 式 和 Parseval 等 式 分 别 为 


az2 n 
+ ,Cai + bi) < 
=1 


RE 名 
2 之 | (x)dx, 


+ Dat + 2) = 
k=1 


3 | 哺 


| Poodx: (8) 
现在 证 明 : 
定理 17.4.2 设 f1ER[ 一 x,xj],a,,b, 是 f 关于 三 角 函 数 系 的 Fourier 系 
数 ,那么 f 可 用 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 平方 平均 通 近 , 即 Parseval 等 式 (8) 
成 立 . 
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证 明 分 两 步 来 证 明 . 
(a) 设 f 在 [一 x,xj 上 Riemann 可 积 . 
因为 f 在 [一 x,xj 上 Riemann 可 积 , 故 对 e 记 0, 存 在 [一 x,j 的 一 个 分 割 
一 元 三 X00 过 XI Kil Xm = Ny 
使 得 
2 iA 和 (9) 


其 中 w; = Mi 一 m; 是 f 在 小 区 间 [Lxi-1,xi;j 上 的 振幅 ,Q =M-mm 是 上 在 [一 rr 
上 的 振幅 . 

改变 了 在 区 间 端 点 一 x 或 x 的 值 ,使 得 

太一 To 三 fn). 

这 种 改变 当然 不 会 影响 f 的 Fourier 系数 . 

用 直线 将 点 (xi-1,f(xi-1)) 和 (xi ,f(xi)) 连 接 起 来 ,得 到 区 间 [ 一 x,xj 上 的 一 
条 折线 . 设 此 折线 的 方程 为 y= g(x), 它 当然 是 [一 x,xj 上 的 连续 函数 ,而 且 满 足 
8g( 一 nn) = g (7) .根据 定理 17.3.3, 存 在 三 角 和 多项式 T(x) ,使 得 


1 8 -Tw |< 让 (xr<x<n, 
Tn 


因而 
四 2 出 es 二 
| Cg) Tu (xz))zdx 一 了 于吉 .2r = 号 ， (10) 
我 们 有 
fx) — Tr C(x) = (fx) — g(x)) + (g(x) — Th (Xx)). 
利用 不 等 式 (a + 5)2<<2(a2 + b?), 得 
| coco - To, C0) dx< ?| (Go - gC) dx 
+ 2 (gx) ~ TwoCzD)2dx 
< (fx) 一 g(x))*dx + 三， (11) 


这 里 已 经 用 了 式 (10). 由 于 当 xELxi-iyxi] 时 ， 
1 用) 委 M，1ii 委 8C) 扫 Mi， 
所 以 
| fxz) — gx) | 二 Mi -mi = wi. 
于 是 有 
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| Gow -gooD)zdxz= >|” fr) -go)zdx 
-过 i=1™ xi-l 
< 2 wtAxi < QF wiAxi 雪人 (12) 
i=1 i=] 
这 里 已 经 用 了 式 (9). 把 式 (12) 代 入 式 (11), 即 得 
17- Tu la = coo -Th x))dx <e. 


根据 Fourier 级 数 部 分 和 5S， 的 极 值 性 质 , 有 

Tf-S | f= Te 
从 定理 17.4.1(2) 可 以 看 出 , | f 一 S$S, | 随 n 的 增 大 而 递减 ,因此 , 当 nno 
时 ,有 


ff- Sa la | = Sn 2 
这 就 证 明了 lim | f 一 S$ 中 =0. 故 由 推论 17.4.1 知 Parseval 等 式 成 立 . 
(b) 设 f 在 [一 x,xj 上 反常 平方 可 积 . 
由 于 fER2L- rz, 所 以 有 可 积 .不 妨 设 x 是 了 的 瑕 点 .于 是 对 。 二 0, 存 在 
7 二 0, 使 得 


| ”Podz 一 二 (13) 
作 函 数 
六 fx) = 未 和 R= 
0， 区 一 和 
与 
Pa 0， -NEEN- 1 
. f(s rH 


显然 ,有 f(x)= 有 (x) 二 fo(x). 由 于 有 在 [一 x,x] 上 Riemann 可 积 , 故 由 (a) 证 明 
的 结论 知 ,存在 三 角 多 项 式 T(x) ,使 得 


| (14) 
于 是 由 式 (14) 和 式 (13), 即 得 
| coo - TooD)zdxs 2 Fi - Todx + 2|" fadx 
EE "ps2 
一 + Cx)dx 
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= + ” SR 
重复 上 面 的 讨论 , 即 得 
lim |f-S.| =0. 
故 Parseval 等 式 在 这 种 情形 下 也 成 立 . 
例 1 在 17.2 节 的 例 1 中, 我们 得 到 等 式 


g 可 
人 (Xx, 


n=1 


并 且 已 经 算出 au = Sr 2,a, =(—1)" 生 ,p, =0. 应 用 Parseval 等 式 , 得 


n 
| 
由 此 即 得 
寅 二 六 
i 90 
若 对 展开 式 


oo 


下 bi 


| 


NE 

3 
lI 
EN 
口 


从 Parseval 等 式 ,5 Se ee 
推论 17.4.2 ”如果 [ 一 x,xj 上 的 连续 函数 f 和 三 角 函 数 系 


{1,cos X ,Sin XxX,***,COS Nx Sin nx,***} 
中 的 每 一 个 函数 都 正 交 ,那么 必 有 f=0. 
证 明 根据 假定 ,可 得 
i a 三 ee 
ta 三 | fooos nxdx =0 (n= 0,1,.…), 


b, = 二 | flx)sinnxdx =0 (7 =1,2,…)， 


于 是 由 Parseval 等 式 ,得 出 | f*(x)dx = 0, 再 由 了 的 连续 性 即 得 六 = 0 
推论 17.4.3( 唯 一 性 ) ”如 果 两 个 连续 函数 有 相同 的 Fourier 级 数 , 则 这 两 个 
连续 函数 必 恒 等 
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证 明 设 连续 函数 f 和 g 有 相同 的 Fourier 级 数 ,那么 了- g 的 Fourier 系数 
全 为 0. 由 Parseval 等 式 , 知 fg=0, 即 f=g. 

Parseval 等 式 还 可 推广 到 两 个 不 同 的 函数 . 

定理 17.4.3 设 太 gsgER2L-r,rl,av,bp 和 a ,PB 分别 是 f 和 g 的 Fourier 
系数 ,那么 


二 | fo gdx = Hee + DY Caran + bp dD 
Tur n=1 
证 明 ”分别 写 出 f+g 和 f 一 g 的 Parseval 等 式 : 


r 2 2 _ 
+| (fx) + g(x))dx = ba + Dan +an)2 + Cb, + Bi)?), 
» n=1 
元 2 2 
二 | Jo) - gdx = eS + Pas ~ aon)? + (bs ~ B)’), 
本 n=1 


两 式 相 减 , 即 得 式 (15). 
作为 定理 17.4.3 的 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 定理 . 
定理 17.4.4 设 fER2[L-r,r], 其 Fourier 级 数 为 


f(x) ~ + >) Cancos nx + bnsin nx), 


n=1 


那么 对 包含 在 [ 一 ,xj 中 的 任意 区 间 La ,bj, 有 
b biao 2 rr . 
| f(x)dx = | Ddx 十 | (ancos nx + b,sin nx)dx. 
证 明 任 取 gER:[ -rr], 其 Fourier 级 数 为 


8g8Cx) ~ 学 + >),(Cancos nx + Busin nx). 


n=1 


an = 二 g(x)cosnxdx (n = 0,1,.…), 


= Ee 
Bi = 二 | gosin nxdx (n= 1,2,.…) 
代入 推广 的 Parseval 等 式 (15) , 即 得 
下 式 
1|" fcogcodx 


= 工 | 桓 SL 
= 9 7 8CX)dx 十 之 I|" gCx) (acos nx + bsinnx)dx. (16) 
上 式 对 任何 gE€ RL 一 x ,mj 都 成 立 . 现 取 
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Ls EE EE Lo bs 
g(xX) = | 
0, xE[-x,a)U (b,x], 
式 (16) 就 变 成 
b ba a 
| flx)dx = | dx 丰 | (Cancos nx + bsin nx)dx. 
a a n=1" a 
这 就 是 要 证 明 的 . 0 


这 个 定理 说 明 ,f 的 Fourier 级 数 不 论 是 否 收敛 ,都 永远 可 以 逐 项 积分 .这 是 
Fourier 级 数 特有 的 性 质 . 


练 习题 17.4 


oo 


1. 利用 f(x)= |x| 在 [一 x,xj 上 的 Fourier 展开 式 和 Parseval 等 式 , 求 级 数 2 i 
的 和 . 
2. 写 出 函数 
fl y= | 总 | 芝 as 
| 过 


的 Parseval 等 式 ,并 求 级 数 


en sin2 no SN COs na 
的 和 . 
3. 对 展开 式 


"ll x ll _ 
A 15 945’ 和 9 450 
4. 设 
下 一 AD 过 
f(x) = 
2 ] 过 EAS 
证 明 : 


Cy = pS DLsin nx (|x | 过 27). 
n=1 
5. 利用 第 4 题 的 结果 ,证 明 : 
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“sinn AsinnN _ x-l1. 
ys 


n 


sinn _ (x—1) 
(2) 之 a 


. 设 a,,b, 是 ffER[ 一 n,mj] 的 Fourier 系数 .证 明 : 
二 本 可 1 Bb 
a 


n=1 n 
收 伍 . 
. 证 明 :级 数 > ) Sm 在 不 包含 2r 整 数 倍 的 区 间 上 一 致 收敛, 但 它 不 是 R:[- xx] 中 任意 


一 个 函数 的 Fourier 级 数 . 


问 题 17.4 


. 设 了 是 周期 为 2r 的 连续 函数 . 令 
F(x) = 工 | fC fx + Ddt, 
用 a,,b, 和 A,,B, 分 别 记 广 和 下 的 Fourier 系数 .证 明 : 
Mo = ads A = at B=:0. 
由 此 推出 三 的 Parseval 等 式 . 
. 设 f 在 [一 x,xj 上 连续 , 且 在 此 区 间 上 有 可 积 且 平方 可 积 的 导数 广 .如 果 了 满足 


f(D = foD，| Foodx = 0， 

证 明 : 
| (PCx))2dx S| f ?Cx)dx, 

等 式 当 上 且 仅 当 f(x) = acos x + Bsin x 时 成 立 . 
. 设 f 在 [0,1] 上 连续 可 导 ,f(0)=f(1)=0, 且 ff(1/2-x)= 一 f(1/2+x) 对 xE[0,1/2] 
成 立 .求证 : 

fF:C0ax < a) fF Yax, 
并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 . 
. 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 函数 系 
pn(t) = sgnsin (2"rt) (7 = 1 2,…) 


称 为 Rademacher( 拉 德 马赫 ,1892 一 1969) 函 数 系 . 证 明 :Rademacher 函数 系 是 [0,1] 上 
的 规范 正 交 系 . 
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17.5 “Fourier 积分 和 Fourier 变换 


前 面 说 过 ,如 果 函 数 了 在 区 间 [ 一 1, 1 上 满足 一 定 的 条 件 ( 例 如 可 微 ),f 就 能 
在 [一 1,1j 上 展开 为 Fourier 级 数 : 


_ ai Sn nx ,NX 
f(x) = 2 + 2 (ancos 1*+ bsin |}, 


其 中 
an = 于 | flx)cos Sixdx (n= 0,1,…)， 
， [过 I 
1 
ba 过 了 | fonsin iy CW EE ld), 


如 果 了 定义 在 整个 数 轴 上 ,在 任何 有 限 区 间 上 满足 收敛 定理 的 条 件 , 且 在 
(Cs ,+o) 上 绝对 可 积 ,那么 对 任何 固定 的 x 值 ,总 能 选取 充分 大 的 1, 使 得 
/过 |*| .因此 上 仍 能 用 上 式 表 示 , 但 是 对 不 同 的 x, 表 达 式 可 能 不 一 样 . 

为 了 让 f 在 (一 %,+%) 上 能 有 一 个 统一 的 表达 式 , 必 须 换 一 种 方法 考虑 . 

设 f 在 (一 ,+ %) 上 绝对 可 积 ,对 任意 的 实数 ,定义 


a(u) = 1| foos utdt, b(u) = 二 | fosin utdt. (1) 
这 两 个 积分 都 是 绝对 收敛 的 .仿照 Fourier 级 数 中 的 做 法 , 称 
人 (a(u)cosux+ DCU)Sin ux)du 
为 了 的 Fourier 积分 , 记 为 
f(x) ~ | (alweos ux + bl(u)sin ux)du. 


与 Fourier 级 数 的 情形 一 样 , 右 边 的 积分 是 否 收敛 ,如 果 收 敛 ,是 否 收敛 到 f(x) 都 
是 不 知道 的 .为 了 研究 Fourier 积分 的 收敛 性 , 记 
SSCA EY = | (aCwcos ux + bCu)sin ux)du, (2) 


它 相 当 于 Fourier 级 数 的 部 分 和 .为 了 说 明 SC(A,x) 是 有 意义 的 ,我 们 先 证 明 : 
定理 17.5.1 设 f 在 (一 ,+ %) 上 绝对 可 积 ,那么 由 式 (1) 定 义 的 a(u) 和 
b(u) 都 在 (一 ,+ c ) 上 一 致 连续 . 
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证 明 ”对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 A 二 0, 使 得 
| | ft) | dt + | fC2) | dE 
因为 cos x 在 (一 ,+ co ) 上 一 致 连续 , 故 对 任意 的 s 盖 0, 存 在 7 盖 0, 当 |x 一 x 
二 7 时 ,有 
| cos x — cos x ”| 二 号 (二 | | fC2) | a). 
现 取 5=7/A, 当 |u -uw | 二 6,1E[ 一 A,A] 时 ,由 于 
|ut-ut|<=As= 7, 

所 以 
1 


A = 上 
/ Ey: A 用时 + 
| cosu't cos ut I<§$ (i) If dy) 


于 是 当 |u 一 u"| 二 6 时 ,有 


| ax -ax 芭 工 | | f(t1) || cosu’t—cosu'tl|dt 


-A 十 oo 
和 过关 1 FoD 1ar+2| | fr) | dz 
开 J 一 o A 


x 
1 (4 / 及 
+ 一 | f(t1) ||cosut—cosu'tl|dt 
TJ-A 


人 


同 理 ,可 证 b(z) 也 在 (- ,+ o ) 上 一 致 连续 . 0 
由 此 可 知 ,SC(X,x) 对 任意 的 AE(0,+ %) 都 是 有 意义 的 .把 a(u),b(u) 的 表 
达 式 (1) 代 入 式 (2) , 即 得 


ssx) = | (| focosu Ct -xdt)au. (3) 


为 了 研究 SCA,X) 当 ) 一 +o 时 的 性 态 , 把 SCA,x) 写 成 类 似 于 Fourier 级 数 
中 的 Dirichlet 积分 那样 更 为 方便 . 
定理 17.5.2 设 / 在 (- ,+ co) 上 绝对 可 积 ,那么 对 任意 的 二 0, 有 


SC(A,Xx) = 土 [ CF tp + POR ~ DY ag, (4) 
证 明 关键 是 要 证 明 等 式 
4 [+o tm [A 
| (fpeosuc -xdr)au = | (fodeosudt -xdu)dt (5) 
成 立 .如 果 式 (5) 成 立 ,那么 由 式 (3) , 即 得 
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SCA,X)= | Fo (| eos u(t— x)du )dt 


eh 9 A sinA(t — Xx) 
= | fo) WA dt 


= 二 | fx +1)+ f(x— 1)) Sm 和 df 
根据 第 10 章 的 二 重 积分 的 知识 ,对 任意 的 正 数 4 ,有 等 式 
| (| feos u(t — x)dt)du = | (| feeos u(t — x)du)dt. (6) 


因为 | - | fr) | dt 二 + o , 故 对 任意 固定 的 之 0 和 e >0, 存 在 4o, 当 4 之 4。 
时 ,有 
人 | FoD | dt + | CD | df 
于 是 当 4 之 4 时 ， 
| (| FepDeos u(t— x)dt )du 一 | (| fcpeos CT 一 xdz)du| 


直人- | Fr) | di + | f(D | di)du<e. 


这 就 证 明了 
dim |， (| Fopees ul(t— x)dt )du = | (| fceos & Cr 一 x)dt )du. (7) 
在 式 (6) 的 两 边 令 A 一 + % ,由 式 (7) 即 得 式 (5). 0 


从 式 (4) 可 以 得 到 Fourier 积分 的 局 部 化 定理 . 

定理 17.5.3 设 f 在 (一 %,+%) 上 绝对 可 积 ,那么 f 的 Fourier 积分 在 某 点 
x 是 否 收 钱 ,以 及 收敛 于 什么 值 , 仪 与 f 在 x 附近 的 函数 值 有 关 . 

证 明 把 式 (4) 右 边 的 积分 写成 


i sin At 
Ssx) = i Fx + D +f Ag 
-人 sin At 
= if fox +1)+f(x 人 dt 


直下 1)) SinaAt 
+ 工 | fx + DD +f D) Ma 


7 + 7， 
在 第 二 个 积分 1; 中 ， 

| | f+ + f= >| 
6 t 


dt 
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<24| dd f+n [Fs 3 Da 
和 Ji 


by 十 co 
< 二 | | fC) | dr， 


9 在 [6, + c ) 上 绝对 可 积 .由 Riemann-Lebesgue 引 理 , 知 


于 积 


即 女 天 二 1) i 


区 入 Sin At 
Lor +f D)) Aq (8) 


当 4 一 + %m 时 的 极限 情况 ,因而 仅 与 f 在 x 附近 的 值 有 关 . 0 
从 式 (4) 可 以 得 到 Fourier 积分 的 类 似 于 Fourier 级 数 的 Dini 收敛 判别 法 . 
定理 17.5.4(Dini 定理 ) 设 f 在 (--%,+ %) 上 绝对 可 积 ,对 任意 的 实数 s 

及 固定 的 x, 记 


G1) = f(x+1)+f(x-1)— 2s. 
如 果 存 在 6 二 0, 使 得 p(t1)/t 在 L0,6j 上 可 积 且 绝 对 可 积 ,那么 了 的 Fourier 积分 
在 x 处 收敛 于 s. 
证 明 由 17.2 节 中 的 例 1 知 ,对 任意 的 4 二 0, 有 


'™® sinAt sy, _ x 2|” 字 入 3 
| 人 


由 式 (4) ,可 得 
ee sin At 
A i (fx + +f 0 2s) Wa 


sin Atdt 


司 + Pin Atdt + 工 | a 

Tu0 Tu6 I 

站 2 sin At di 

Xs 1 . 
一 Ti 未 1, 二 73 . 

由 假定 9(1)/t 在 L0, 86] 上 可 积 且 绝对 可 积 ,再 由 Riemann-Lebesgue 引 理 , 知 
im, 六 =0. 再 看 1;, 这 时 1 宇 6, 在 定理 17.5.3 中 已 经 证 明 过 lim 1 = 0. 再 对 
13 的 积分 作 变 量 代 换 Xt = wu ,得 


| smatqr= | sin Ug, 
6 MG 


1 u 
a 
“| sin &dr | Sin hg sO Ct oy). 
0 ML 0 u 
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这 就 证 明了 
jim SCAs) 三 吾 。 


A—>+oo 


与 Fourier 级 数 的 情形 一 样 ,从 定理 17.5.4 可 以 得 到 : 
定理 17.5.5 设 f 在 (一 ,+ %) 上 绝对 可 积 , 且 在 x 处 有 广义 的 左右 导数 ， 
那么 了 的 Fourier 积分 在 x 处 收敛 于 (FCx+ 0) + f(x 一 0))/2, 即 
1| dx| fC)eos u(t — dt = (fx +0) + f(x- 0)), 


TJ0 
或 者 
| (alweos ux + bl(u)sin ux)du = 于 (fx 证 O07 本 f(x 00). 
如 果 f 在 x 处 连续 , 则 有 
1 +% 十 oo 四 
fxY = + du| fC)eos u(t = x)dt, (9) 
或 者 


茂 六 二 | Cg tc 4 BC ysin ey. 


式 (9) 称 为 f 的 Fourier 积分 公式 . 


Fourier 积分 公式 (9) 成 立 . 
例 1 设 
1， ,1s 
fix) = | 
0， | Xx | 1. 


试 由 f 的 Fourier 积分 公式 ,导出 等 式 


了 ， | x | 二 1， 
f+o Ci 
| Sin ucos Ux,, = 站 (10) 
0 以 9 | Xx | 1, 
4 
05 中 完小 汪汪 
证 明 因为 /是 偶 函数 ,所 以 
十 oo 1 a 
a(u) = 二 | flt)cosutdt = 2| cos utdt = i 
TJ0 TJ0 Tn 于 
bl(u) = 0. 
从 而 对 f 的 连续 点 x, 有 
f(x) = | aQweos uxdu = 二 | sin ucos ux gq,,. 
0 区 Jo0 u 
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这 样 就 得 到 
i TT a | x le es 
| SIN WCOS MX ] | 2 


0 u 
0 x |1, 
在 x= 土 1 处 ,f 的 Fourier 积分 收敛 于 


(fl +0) + fl -0)) = Ff-1+0 + 1-0)) = 广 : 
由 此 即 得 
1 sin ucos Ug = TT (x=+1). 
0 u 4 
在 等 式 (10) 中 , 取 x=0, 我 们 又 得 到 
“Sin = 
| u dw = 人 
在 Fourier 积分 公式 
f(x) = | CaCweos ux + blu)sin ux)du, 
二 本 +% 
a(u) = 上 | fCeos utdt, 
gn 
bl(u) = 1| pcsin utdt 
中 ,如 果 了 是 偶 函 数 ,那么 
alu) = 2| Decosurdr， blu) = 0， 
TJ0 
这 时 ,积分 公式 可 写 为 
f(x) = 二 | eos urdz| Deos utdt. (11) 


这 称 为 Fourier 余弦 公式 . 
如 果 f 是 奇 函 数 ,那么 


PS 
a(u)=0, b(u) = 2 flt)sin utdt. 
这 时 ,积分 公式 又 可 写 为 
+ : 
f(x) = 2 | sin uxdu| ft)sin utdi, (12) 
这 称 为 Fourier 正弦 公式 . 
如 果 了 只 是 定义 在 L0, + wm) 上 的 绝对 可 积 函 数 , 对 它 作 偶 性 延 拓 或 奇 性 延 拓 ， 
*。 345 。 


数学 分 析 教程 


就 可 分 别 得 到 公式 (11) 或 公式 (12). 


如 果 令 
g(u) = V3) feos utdit, (13) 


2 +% 
fx) = 2 |. gu)cos xudu. (14) 


在 这 两 个 公式 中 ,f 和 8g 以 完全 相同 的 形式 相互 表示 .我 们 称 8 为 f 的 Fourier 余弦 
变换 , 式 (14) 是 余弦 变换 的 反 变换 公式 . 


同样 , 称 
关 二 /| fosin wdt (15) 
TJ0 


为 了 的 Fourier 正弦 变换 .由 式 (12), 即 得 它 的 反 变 换 公 式 


Re VE| hwsin ew 
TJ0 


例 2 求 函 数 FCx) =e ae(8>0,x 二 0) 的 Fourier 余弦 变换 和 正弦 变换 . 
解 ” 由 公式 (13) 和 公式 (15) ,分 别 得 到 余弦 变换 和 正弦 变换 为 


= 21™ -ht 站 2 Bb 

gu) V2 S cos uldi = /而 4 
= 用 下 各 -Br ww 2 以 

h(u) = V2|. e 5 wt = 


再 分 别 用 反 变 换 公式 ,可 得 


= | cos xudu, 
ee | 全 上 Sin Xudu. 


这 样 ,我 们 就 得 到 两 个 并 不 容易 计算 的 积分 的 数值 : 


那么 式 (11) 可 写 为 


十 oo 


COS Xxu ee 
。 原 十 zdu = 26° (x > 0,8>0), 
*® usin XU 三 .放浪 
人 B+u du 2 e (x > 0,B8> 0). 品 
例 3 解 积 分 方程 


| gCsin xudu = f(x), 
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其 中 
f(x) En 0 和 区 
A 一 


0， 元 过 站 丁 。 
解 ” 把 原 方程 写 为 


FY - 砷 
和 | gu)sin xudu zh.*) 


因此 V2/xf(x) 是 g 的 Fourier 正弦 变换 .利用 反 变 换 公式 , 即 得 


g(u)= 大 | ， / 半 FCxz)sin MXdX 


2 人 | 区， ; sin nu 
= 大 | 地 sin xsin xudx = 2 
nxnJo2 1—i 


0 


在 给 出 一 般 的 Fourier 变换 概念 之 前 ,我 们 先 给 出 Fourier 积分 公式 (9) 的 复 


数 形式 . 
由 于 


| feeos wx = Fydt 
是 u 的 偶 函 数 , 故 Fourier 积分 公式 (9) 可 以 写成 更 对 称 的 形式 : 
诚 对 三 | “dz| fcos hw = di 
又 因为 | f(Dsin wx 一 1)dt 是 u 的 奇 函 数 ,所 以 
到 | -dzx| Fosin u(x— t)dt = 0. 
将 式 (17) 乘 以 1 再 与 式 (16) 相 加 , 即 得 


fo = 去 dz| fe nar. 
这 就 是 Fourier 积分 公式 的 复数 形式 . 


现 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 17.5.1 设 了 在 (- ,+c) 上 绝对 可 积 . 称 


^ a 于 —itu 
Hwy = | fe dt 


为 上 的 Fourier 变换 .这 里 u 是 实数 ,了 uw) 是 一 个 实 变量 的 复 函 数 . 
从 复数 形式 的 Fourier 积分 公式 (18) ,可 得 它 的 反 变换 公式 为 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 
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fo = | Foerdu. (20) 


如 果 把 三 的 Fourier 级 数 也 写成 复数 形式 ,那么 和 这 里 的 Fourier 变换 可 以 有 
一 个 很 好 的 类 比 . 
设 


fx) ~ 村 Pa, cos nx + bsin nx). 


n= 


把 表达 式 
jt 1 inx —inx - a 站 in _ .ainx 
cosnx 三 万 (ee 十 ea) ‘sinnx = ie Ey 


代入 上 式 的 右边 ,得 


2 ?+ Pda, cos nx + bnsin nx)= 多 + b, new + ee ) 
= Poe 
这 里 | 
co = 名， 
cn = 去 (an -ib,) 
= 让 (| fx)cos nxdx 一 i flx)sin nxdx ) 
= 让 | fx)e dx, 


个 > 二 (Can 二 二 ib,) = | flx)e'™dx. 
如 果 把 c, 记 为 fn), 且 设 满足 收敛 定理 的 条 件 , 那 么 有 


fx) = >) 7)ei ， (21) 


n=-% 


其 中 
Fn) = | Pe ie Cn =0, .1,0 (22) 


比较 Fourier 变换 公式 (19) 和 反 变 换 公式 (20), 这 里 的 Fourier 系数 公式 (22) 和 
Fourier 展开 式 (21) 便 可 分 别 看 成 是 “离散 的 Fourier 变换 ”和 “离散 的 Fourier 反 
变换 ”. 
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Fourier 变换 是 数学 物理 中 一 种 重要 的 积分 变换 ,如 同 对 数 能 把 乘法 运算 变 为 
加 法 运算 ,除法 运算 变 为 减法 运算 那样 ,Fourier 变换 能 把 分 析 运 算 变 为 代数 运算 ， 
从 而 使 问题 得 到 简化 . 

定理 17.5.6 车 lim f(1)=0, 那 么 

fCx) = ixf (x). 
证 明 由 分 部 积分 法 ,得 
?co= 去 | Poperedi 
二 

”2r 


(feis|’ + ix| FoDeedr) 


= ixf C(x). 
推论 17.5.1 如 果 lim fC)=0Ck=0,1,…,n 一 1) ,那么 


fm (xz) = Cix)"f Cx). 

这 说 明 , 经 过 Fourier 变换 ,对 函数 的 微分 运算 就 转变 为 用 ix 相 乘 , 求 n 阶 导 
数 就 变 为 乘 以 (ix)" .这 一 性 质 使 得 解 常 系数 的 线性 微分 方程 变 得 容易 了 .例如 ,要 
解 常 系数 线性 微分 方程 

anf H+ anif Ht) + + af (1t) + aof(t) = g(1), 

这 里 a ,…,ao 是 给 定 的 常数 ,g 是 已 知 函 数 .对 等 式 的 两 边 作 Fourier 变换 ,利用 
Fourier 变换 的 线性 性 质 和 推论 17.5.1, 即 得 

an ix)"f Cx) + ani Cix) "fx) + + arixf (x) + aof (x) = g(x), 
于 是 

g(x) 

an ix)" + ani(ix) "1l + + a(ix) + ao 
右边 是 已 知 的 ,通过 Fourier 反 变 换 即 能 求 得 f(1). 

Fourier 变换 另 一 个 非常 有 用 的 性 质 , 就 是 将 函数 的 卷 积 运算 转化 为 乘法 
运算 . 

定义 17.5.2 两 个 函数 三 与 g 的 卷 积 定义 为 

(fx gt) = 到 | fc 一 ug(uydu. 


f(x = 


定理 17.5.7 fxg(x)=f 了 (x)g(x). 
证 明 根据 定义 ,可 得 
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+ 


ge | a (| fc - wg(wdu)e dt 
| (gco| fe - werdt )du 
| (gC0)| foe dv)du 
= ty] eedu] fe wd, 


= f(x) gx). 0 
卷 积 运算 的 重要 意义 在 于 , 它 描 述 了 一 类 重要 的 物理 现象 一 一 平移 不 变 的 线 
性 系统 ,这 类 系统 的 输入 f(1) 与 输出 g(1) 可 用 卷 积 运算 来 描述 : 


g(t) = 去 | hc — WC = Ch FC), 


这 里 h 是 由 系统 确定 的 函数 .由 定理 17.5.7 知 ,输入 f(7) 与 输出 g(1) 的 Fourier 
变换 了 x) 与 8(x) 满 足 


gx) = hcx) Fx). (23) 
在 通信 理论 中 , 常 称 一 个 函数 的 Fourier 变换 为 其 频谱 ,因此 ,对 平移 不 变 的 


线性 系统 ,其 输入 与 输出 的 频谱 之 间 的 关系 式 (23) 是 十 分 简单 的 . 所 以 研究 F(x) 
与 g(x) 之 间 的 关系 比 直 接 研 究 f(1) 与 g(1) 之 间 的 关系 要 简单 方便 .这 就 是 所 谓 


在 频率 域 上 考虑 问题 或 频谱 分 析 的 方法 .但 根据 Fourier 变换 的 定义 ,了 (x), g(x) 
取决 于 信号 f(1),g (71) 在 实 轴 ( 一 ,+ %) 上 的 整体 性 质 ,因此 它 不 能 反映 出 信号 
在 局 部 时 间 范 围 内 的 特征 ,而 在 实际 问题 中 ,这 却 是 非常 重要 的 .例如 ,对 地 震 信 
号 ,人 们 关心 的 是 在 什么 位 置 出 现 什 么 样 的 反射 波 . 而 这 正 是 Fourier 变换 难以 弄 
清 的 问题 .从 20 世纪 80 年 代 开始 发 展 起 来 的 小 波 变 换 ,一 方面 继承 了 Fourier 变 
换 的 许多 长 处 , 另 一 方面 又 在 一 定 程度 上 克服 了 Fourier 变换 缺乏 局 部 性 的 弱点 ， 
对 解决 实际 问题 更 为 有 利 .关于 小 波 变 换 的 具体 内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 的 
专著 . 

最 后 , 解 一 个 卷 积 型 积分 方程 作为 本 节 的 结尾 . 

例 4 设 g,h 是 已 知 函 数 .求解 关于 未 知 函 数 三 的 积分 方程 


Fm) = gtny + 去 | hu = A f= 
解 ” 对 方程 式 的 两 边 进 行 Fourier 变换 ， 
-0 


CC) 第 17 章 


FCx) = gCx) + hex) Fx), 


由 此 即 得 


对 了 进行 Fourier 反 变 换 即 能 算出 了 . 
练 习题 17.5 


. 用 Fourier 积分 表示 下 列 函 数 : 


sgn x, |x| 委 1， 
(1) 大 j= 
I |x|>1; 
1 9 < 9》 
(2) Fey= (0"” pe 
0， [x|>x; 
(3) f(x)=e "(a>0). 


. 求 下 列 积分 方程 的 解 : 
GD | FoDsinaxrdt = ex >0; 


i | 
(2) k flt)cos xtdt = 于 和 
. 证 明 : 
ho cig l= wy 
| Sm Loos 2xtdt = 
XJo 1 0， 


. 求 函数 F(u) = ue px(C8>0) 的 Fourier 反 变 换 . 


QR 1 
be 
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在 第 15 章 已 经 看 到 ,无 穷 级 数 是 构造 新 函数 的 一 种 重要 工具 ,我 们 用 它 构造 
了 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 的 函数 ,还 用 它 构 造 了 能 填 满 正方 形 的 连续 曲线 . 与 无 穷 
级 数 具 有 同样 重要 意义 的 另 一 种 构造 新 函数 的 工具 是 含 参 变量 的 积分 . 

设 二 元 函数 f(x,u) 在 闭 和 矩形 1=La,bj]XLa,B] 上 连续 ,那么 对 固定 的 u E 
[a;Bj; 函 数 f(x,u) 对 变量 x 在 La,bj 上 Riemann 可 积 .这 时 , 称 积分 

| fer dx 

是 含 参 变量 u 的 常 义 积分 . 如果 对 固定 的 wu ,f(x,u) 是 变量 x 在 La,bj 上 的 无 界 
函数 ,或 者 若 La ,bj] 是 一 个 无 限 区 间 , 则 称 相应 的 积分 是 含 参 变量 u 的 反常 积分 . 
例如 ,积分 


| eax 
0 
是 含 参 变量 u 的 反常 积分 ; 积 4 
1 
| gt —¥)" dx 
0 


当 wu 过 1 或 v<1 时 是 含 两 个 参 变 量 u,v 的 反常 积分 . 

本 章 就 是 要 讨论 由 含 参 变量 的 常 义 积分 或 反常 积分 所 确定 的 函数 的 分 析 性 
质 , 即 它们 的 连续 性 、 可 微 性 ,以 及 如 何 计算 它们 的 导数 和 积分 ;还 要 人 研究 两 个 重要 
的 特殊 函数 一 一 了 函数 和 B 函数 . 


18.1 含 参 变量 的 常 义 积 分 


设 二 元 函数 /(x,u) 在 闭 和 矩形 1= [a,bj]XLa,86] 上 连续 .我 们 要 研究 由 含 参 
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变量 的 常 义 积分 所 确定 的 函数 
pl(u) = | fx wdx 


的 分 析 性 质 . 首先 有 : 
定理 18.1.1 如 果 函 数 了 在 闭 和 矩形 1=[La,bj]XLa,B] 上 连续 ,那么 


b 
pl(u) = | f(x, wu) dx 


是 区 间 [La,PB] 上 的 连续 函数 . 
证 明 任 取 uo ELa,PBj, 我 们 证 明 9 在 uo 处 连续 .从 


b 
WY = mo) =| ee 
得 到 
b 
| gu — gC uo) | | Fu FR | (1) 


由 于 了 在 闭 和 矩形 1 上 连续 ,所 以 必定 一 致 连续 .因而 对 任意 的 二 0, 存 在 S 二 0, 对 
闭 和 矩形 1 中 任意 的 两 点 (xi ,U1),(xz ,U2), 只 要 它们 的 距离 小 于 6, 就 有 
| f(xiyu1) — flxz, uz) | e. 
由 于 点 C(x,u) 和 (x, uo) 的 距离 等 于 |u 一 uo|, 所 以 当 |u 一 uo| 过 6 时 ， 
| F(R fs | 
对 任意 的 xELa ,bj 成 立 . 于 是 由 式 (1), 即 得 
| 9(u) — 9(u0) |< elb — a). 
这 就 证 明了 9 在 uo 处 连续 .由 于 uo 是 La,Bj 中 的 任意 一 点 ,所 以 9 在 [uc,8] 上 
连续 . 
注意 ,9 在 uo 处 连续 意味 着 
lim Pp(u) = PCU0). (2) 


而 
b b 
pluo) = | foxsu)dx = | lim f(x,wdx, 
这 样 , 式 (2) 可 写 为 
b 
lim| f(x,u)dx = | lim f(x,u)dx. 


这 就 是 说 ,f 的 连续 性 保证 了 积分 运算 和 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 
关于 9 的 微分 性 质 , 有 下 面 的 定理 . 


定理 18.1.2 如果 函数 了 及 其 偏 导 数 2 汪 都 在 闭 箱 形 1=[a,b]x[a,P] 上 连 
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续 , 那 么 函数 
Plu) = | fers dx 
在 La,Bj 上 可 微 ,而 且 
-Lp(u) 三 | (Bf )ax. 
证 明 任 取 uo€E[a,P],|h | 充分 小 ,使 得 uo 和 uo + h 仍 在 La,P] 中 ,于 是 
Pt PM) 二 | fx uo + h) — flxs uo)) dx 


= | 3f (x,u + Oh)dx. 
a QU 
由 于 下 (xz 在 [a, 扫 X [ay 扑 上 一 致 连续 ,在 上 式 两 边 人 hh_>0, 即 得 


b 
2P (uo) = 2 Cs udx. 0 


既然 9 在 La,Bj 上 连续 ,我 们 就 可 讨论 9 在 La,PB] 上 的 积 
| pl(u)du = | (| ree wdx )du. 
我 们 的 问题 是 ,在 计算 上 述 积分 时 ,能 否 交 换 积分 的 次 序 ? 也 就 是 说 ,等 式 
| (| foxsiwdx)du = | (| fers wdu)dx 
是 否 成 立 ? 答案 是 肯定 的 . 
定理 18.1.3 ”如果 函数 了 在 闭 和 矩形 1=[La,bj]X[La,B] 上 连续 ,那么 


(fe war)au EE | (fredau)ax. (3) 
证 明 ”我 们 证 明 , 对 任意 的 IE (a,B6j, 有 
| (| foxswax)au 会 | (| Feadu)ar: (4) 


令 1=B 就 得 到 式 (3). 把 式 (4) 左 边 和 右边 的 函数 分 别 记 为 g(1) 和 h(7) ,那么 
gs) = | (| Feedz)du = | codv， 

式 中 pC(W) = | foriwaxs 
PCD = | (| fers wau)ar = [Yox, dx, 

式 中 W(x,1) = | fxs au. 
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由 定理 18.1.1,989(w) 在 [a,B8] 上 连续 ,所 以 
g(t) = 9(1). (5) 


又 因 yz,DD 和 2 = f(x,1) 都 在 [a,b]X[a,8] 上 连续 ,由 定理 18.1.2, 得 


RY = | 3 (xytDdx - | fx Dax = 9(1). (6) 
比较 式 (5) 和 式 (6) 即 知 g(1)=h (1), 所 以 8g(1)=h(t)+c. 由 于 g(a)= h(a) 
=0, 所 以 c=0. 因 而 g(1)=h(1). 0 


根据 二 重 积 分 的 知识 , 式 (3) 的 两 边 都 等 于 了 在 矩形 区 域 [a,bjXx[a,B] 上 的 
积分 ,因而 相等 .这 里 给 出 的 是 不 依赖 重 积分 知识 的 证 明 . 
例 1 计算 积 


1 = | adx (Oa by 
解 ” 把 被 积 函 数 写 为 


那么 
1= | (| xau)ax. 
交换 积分 次 序 , 即 得 
1 = | (| az)dz = | -0 = ln i. 
还 有 男 一 种 计算 方法 :在 上 述 积 分 中 把 a 看 做 常数 ,把 b 看 做 参 变量 ,应 用 定 
理 18.1.2, 可 得 


至 = | | 
a J 


因此 
了 三 jp+1) 二 Co。 
显然 , 当 p=a 时 ,7=0, 因 而 c=-ln(x+l), 重 新 得 到 


b+1l 0 


T= no 


例 2 计算 积分 
I(r) = | (1 一 2rcosx 二 72)dx. 
解 ” 先 考虑 |7r| 到 1 的 情形 .把 r 看 成 参 变量 ,并 对 r 求 导数 ,得 
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/ 人 ~ 2e0s x +27 
人 | 1 — 2rcosxt+ Pt 


由 此 可 得 
FX0Y =— 2| cos xdx 二 全 (7) 
现 设 F 天 0, 则 


/ = Li 1—r? 
人 二 中 i 


Cs 1 | dx 
= ll | 民 ePET (8) 
作 变 换 t= tan(x/2) ,可 得 
| dx = 2dt 
dl i ] = 1+ (it) 
二 半 
和 el 0 | 三 
= 2arctan 7 — yt i ms 


这 里 用 到 了 |r | 过 1 的 条 件 .代入 式 (8) ,并 注意 到 式 (7) , 即 知 7 六 Cr)=0 当 |7r| 到 1 
时 成 立 . 因此 T(r)=c. 由 于 100)=0, 所 以 
| ma —2rcosx+r)dx =0 (|r|<=1). 
再 考虑 |r | 二 1 的 情形 . 令 p=1/r, 则 |p| 过 1. 于 是 
I(r) = J = | (1 一 2ocosx + p2)dx — | ozdx 
= 一 2rin|o|l=2rn|r|. 
当 |r|=1 时 ,利用 6.7 节 中 例 7 的 结果 


n/2 n/2 
| ln sin xdx | ln cos xdx = 一 工 In 2. 
0 0 2 
可 直接 算得 7( 土 1) =0. 最 后 得 
人 | 天 中 长 了 
Try ee | 
2xlIn|r|, |r|>1. 


在 很 多 问题 中 ,经 常 要 遇 到 这 样 的 情形 :不 仅 被 积 函 数 含 有 参 变 量 , 积 分 限 也 
含有 参 变量 .这 时 ,积分 可 写 为 


q(u) 
yu) = | 、 , fx,u) dx. (9) 
plu 


对 这 样 的 含 参 变 量 积 分 ,我 们 有 : 
定理 18.1.4 设 函 数 f 在 闭 和 矩形 1= [a,b] Xx[a,B] 上 连续 ,函数 p(u)， 
。356 。 


) 第 18 章 含 参 变量 积分 


q (wu) 都 在 [a,B] 上 连续 ,而 且 当 a 二 uu 二 Bh 时 ,a 二 p(u) 二 b,a 二 q (uw) 三 b, 那 么 
由 式 (9) 所 确定 的 函数 在 [a,b] 上 连续 . 
证 明 任 取 uoELa,Bj, 则 当 uE€[La,B] 时 ,有 
qlu) gq(uo) 
Ju) 一 yuo) = | fr ax -Jf udx. 
由 于 
ql(u) pluo) ql(uo) 
| fdr= | f(x,u)dx+ fo wa 


q(u) 
十 | fe, u)dx, 
所 以 
q 
9 


(un) (u) 
gw = yu)= | Forswdx+ | fOr, wadx 
plu uo 


(up) 
+| " (fCxsu) - fxs,uo)) dx. 
pluo) 


根据 定理 18.1.1, 当 wu>uo 时 ,最 后 一 个 积分 趋 于 0. 而 前 面 两 个 积分 的 绝对 值 分 
别 不 超过 

M|p(u -pl(u)|, MI| glu)—- qluo)|, 
其 中 M 是 |fl 在 1 上 的 最 大 值 .根据 p(wu),gq (wu) 的 连续 性 , 当 wu 一 uo 时 ,它们 也 
都 趋 于 0. 因 此 


lim $(u) = Yuo). ] 
关于 9 的 微分 性 质 ,有 : 
定理 18.1.5 如 果 函 数 汪 和 区 都 在 闭 矩 形 了 = [a,b]x[e,B] 上 连续 ,函数 


pl(u),q(u) 都 在 La,B] 上 可 微 ,而 且 当 ac<v 委 有 时 ,a 寺 p(u)b,a<q(u)< 
b ,那么 由 式 (9) 确 定 的 函数 在 La,B] 上 可 微 ,并 且 


pad = fe” Md 


dx + f(gqg(u),u)gq (uu) =- fp Cu), up Cu). 
PCu) QU 
证 明 记 


Few yy 他 三 | fOr wdx, 


那么 J(u) = Fl(u,p(u),q(u)). 由 定理 18.1.3, 得 
aF _r’ 9f (x,u) 


du. 
au € DLL 
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再 由 对 变 上 限 积分 求 导 的 法 则 ,得 


aF _ aF 二 
an = 灰 9920， de f(€,u). 


于 是 由 复合 函数 的 求 导 法 则 , 即 得 
pe A 
yy (u)= i 茶 


aé du 97du 
(u 
= UL 

PCU) au 

这 就 是 要 证 的 结果 . 
例 3 设 
yx) = | ma 

计算 wy (0). 


解 ” 由 定理 18.1.5, 得 
yp (Cx) | eva ecos x+xcosxsin 区 一 esim x+xsin x COS x. 
因而 
/ 1 2 1 
(0) = | te*dt -1= 记 (e-3). 
0 2 
例 4 设 f 是 R* 上 的 连续 函数 ， 
pd x 
p(x) = | (| fess)ds)dr. 
计算 9"(x). 
解 记 G(t,x) = | fCe,s)qs, 则 
i 


PX) = | Gowdr. 


因而 
/CY 三 | C(x)dt + G(zyz) = 2x| fsx) dr 
练 习题 18.1 
1. 求 极限 ， 
() im| ， VE aldx; (2) lim| xcos txdx. 
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. 设 f 是 可 微 函数 . 邻 
Fu) = [Ne + Wf x) dx, 


计算 FY(w). 
. 计算 下 列 函 数 的 导数 : 
CoOSX x Dp 
Cy poy = | eer (oy fx) = | eed 
ms sii wt Eg 
CO = | “和 玫 dri CD GO = | gx + ux wdx. 


. 设 9,y 可 以 分 别 微分 两 次 和 一 次 .证 明 : 
zi 和 袜 三 去 (Px — at) + px + at)) + 址 | “ws)ds 
满足 弦 振 动 方程 


Ou a? ou 
at2 Dx’ 
; 设 f 在 闭 区 间 [0,a] 上 连续 , 且 当 1€E[0,aj] 时 , (x 一 1)?+y+ 民 六 0. 证 明 : 
wi 
0 V(X- 1 +y +z 


满足 Laplace 方程 
Fu Pu Pu 0 
gxX2 dy: 9az? 


. 设 4 二 b,f 为 可 微 函 数 . 令 
Pp(u) = | fo |x—-ul|dx, 


计算 9”(w). 
. 在 区 间 [1,3] 上 用 线性 函数 a + bx 近似 代替 函数 f(x) = x?. 试 选取 a ,b ,使 得 


| ea + bx 一 X2)2dX 
取 最 小 值 . 


问题 18.1 


. 证 明 ;n 阶 Bessel 函数 
J.(x) = 1 |eos (ng — xsin P)dp 
TJ0 
满足 Bessel 方程 


XX) + XI CX) + (x — ns)J, x) = 0. 
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2. 利用 对 参数 的 微分 法 ,计算 下 列 积分 : 
(1 | (Ca2zsin2X + b2cos2x)dx; 


| ni acosx dx 


——(|a |<= 1); 
1— acos x cosx 


ey] arctan (atan x) x) 
tan x 


3. 证 明 : 对 任意 的 实数 u ,有 


2r 
| excsxzcos(VSin x)dx = 1. 
2 0 


18.2 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收敛 


在 讨论 含 参 变量 反常 积分 一 致 收敛 的 概念 以 前 , 先 对 一 般 的 函数 极限 的 一 致 
收敛 性 作 一 些 讨论 .我 们 记得 ,在 讨论 函数 列 { 亡 (xz)) 的 收敛 问题 时 ,首先 引入 了 
一 致 收敛 的 概念 .其 实 对 一 般 的 函数 极限 也 有 一 致 收敛 的 概念 . 

定义 18.2.1 设 D 和 EE 是 R 的 子 集 ,uo (可 以 是 + %m) 是 EE 的 极限 点 ， 
fC《x,WW) 在 DXxE 上 定义 , 且 对 任意 的 xED, 存 在 有 限 的 极限 : 

lim f(x,u) = g(x) (或 者 lim fl UY SS (EY) 


如 果 对 任意 的 二 0, 存 在 6 二 0( 或 者 U0 二 0) ,使 得 当 w EE,0 二 |u 一 uo| 二 6( 或 者 
u EE,u>U) 时 , 
| f(xsu) — g(x) |<e 
对 所 有 的 xED 成 立 , 我 们 就 说 当 uw 一 uo (或 者 wu 一 + %) 时 ,函数 f(x,u) 对 xE 
D 一 致 收敛 于 极限 函数 g(x). 容易 看 出 ,如 果 D=[a,bl],E=N*,uo=+%, 那 
么 f(x,u) 就 可 写成 f, (XxX), 而 
lim f(x,u) = lim fn Cs 

这 里 的 一 致 收敛 概念 就 是 第 15 章 中 讲 的 函数 列 一 致 收敛 的 概念 .那里 的 极限 函数 
的 一 些 性 质 也 很 容易 推广 到 这 里 来 .为 此 ,我 们 先 证 明 : 

定理 18.2.1 当 wu>uo 时 (或 者 w+ oo 时 ) ,函数 f(x,u) 对 xED 一 致 收 
敛 于 极限 函数 g(x) 的 充分 必要 条 件 是 ,对 E\{ uo}) 中 满足 条 件 u, 一 uo 的 任意 序 
列 (u,}( 或 者 E 中 满足 条 件 u, 一 + % 的 任意 序列 {u,})), 相 应 的 每 一 函数 序列 
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Dix) 三 大 到 六 《天 三 12) 
都 在 D 上 一 致 收敛 于 函数 g(x). 
证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,现在 来 证 明 条 件 的 充分 性 .用 反 证 法 .如 果 当 
u 一 Uo 时 (或 者 u 一 + co 时 ) ,函数 f(x,u) 对 xED 不 一 致 收敛 于 g(Cx) ,那么 对 某 
个 二 0, 不 管 n EN' 怎样 大 ,总 存在 u, EE, 使 得 


0 一 | u,— uo | 一 过 (或 者 u， 之 站， 


有 
sup'| f(xyun) — g(x | 80: 
xED 


对 这 样 的 {u,} ,虽然 有 
Un EE\N(uo})，Un 一 Uo (或 者 u，, E€ E,un 一 + %)， 
但 相应 的 函数 列 
Bx) = fxXsU) Cn = ly2s) 
不 能 在 D 上 一 致 地 收敛 于 g(x), 与 假设 矛盾 . 0 
现在 很 容易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 18.2.2 设 f(x,u) 定 义 在 [a,bjXE 上 ,uo( 可 以 是 + %) 是 EE 的 一 个 
极限 点 ,并 且 对 每 个 给 定 的 w EE,f(x,u) 是 x 的 连续 函数 .如 果 当 wu->uo 时 (或 
者 当 wu 一 + % 时 ),f(x,u) 对 xELa,bj] 一 致 收 合 于 g(x), 那 么 g(x) 在 La,bj] 上 
证 明 ”任意 取 一 个 满足 以 下 条 件 的 序列 (u,): 
Un EE\(uo),， Un 一 Uo (或 者 u, € E,u, + %). 
考察 函数 列 


Cx) = fxsUn) Cn = ls23,"), 
此 连续 函数 列 在 La,b] 上 一 致 收敛 于 g(x). 由 定理 15.3.1, 知 g(x) 在 La,b] 
上 连续 ， 
定理 18.2.3 设 f(x,w) 定 义 在 La,bjxXE 上 ,uo( 可 以 是 + %) 是 EE 的 一 个 
极限 点 ,并 且 对 每 个 给 定 的 uw EE,fC(x,u) 在 La,bj 上 可 积 .如 果 当 wu>uo 时 (或 
者 当 wu 一 + % 时 ) ,f(x,u) 对 xELa,bj] 一 致 收敛 于 g(x), 那 么 g(x) 在 La,bj] 上 
可 积 , 并 且 


lim| xzpdx = | goodx (或 者 lim | Fox,zodx = | goodx)， 


证 明 任意 选取 一 个 满足 以 下 条 件 的 序列 (4, } : 
un GE E\{uo}, Mn -> Uo (或 者 u, €E E,u, + %). 
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因为 函数 列 

Di x) = fxsUn) Cn = 1,2,.…) 
在 La,bj 上 可 积 , 且 在 La,bj 上 一 致 收敛 于 g(x), 所 以 由 定理 15.3.5, 知 g(x) 在 
La,bj 上 可 积 ,并 且 


lim| fxs ur) dx = | gax. (1) 
又 因为 对 任意 满足 上 述 条 件 的 {u,}) 式 (1) 都 成 立 , 所 以 
lim| fx, wdx = | gax (或 者 lim | fx,u)dx a | gax). 0 
现在 回 到 含 参 变量 的 反常 积分 . . 
设 f(x,u) 在 [a,+ %)X[a,B] 上 连续 .如 果 对 [La,B] 中 的 任意 ,反常 积 
| feriax 
都 收敛 ,那么 它 就 确定 了 La,PBj 上 的 一 个 函数 
pu = | fx mdx. (2) 
如 何 研 究 9 的 连续 、 可 微 等 分 析 性 质 ? 
在 第 15 章 中 已 经 看 到 ,研究 由 函数 项 级 数 所 确定 的 函数 的 分 析 性 质 时 ,函数 
项 级 数 的 一 致 收敛 概念 起 了 关键 的 作用 . 对 式 (2) 型 的 积分 来 说 ,类 似 的 概念 也 起 
着 同样 重要 的 作用 . 记 


F(A,u) = | fers ax, 
对 每 个 WE La, 和 ]， 
lim F(A,u) = PCU)， 
如 果 当 A 一 + % 时 ,函数 F(A,4) 对 uw € [a,8] 一 致 收 化 于 9Cu) ,我 们 就 
说 反常 积分 | f(x,u)dx 对 w E [ay 站 一致 收 全 .也 就 是 说 ,对 任意 的 es > 0, 存 在 


M0.as 当 A SS Ao 时 ， 
| F(A,u) — pu) |< e 
对 每 个 w ELa,Pj] 成 立 .由 于 


A 十 oo 
| FFC4,x) 一 2C) |= 中 fxsaodz 一 | fxeadx| 


» 


和 | fers wax 


所 以 | f(x,u)qx 在 [ae,B] 上 一 致 收敛 可 用 分 析 的 语言 表达 为 : 
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定义 18.2.2 如果 对 任意 给 定 的 。 之 0, 总 能 找到 只 与 。 有 关 的 hu(>a), 当 
fociwar|<e 


对 [ae,B] 中 所 有 的 u 成 立 , 则 称 反常 积分 | f(x,u)dx 关于 在 [a, 有 站 上 一 致 


收敛 . 
对 瑕 积分 ,也 有 类 似 的 定义 . 

定义 18.2.3 设 a 是 瑕 点 .如 果 对 任意 给 定 的 e 记 0, 存 在 只 与 < 有关 的 060 二 
0, 当 0 二 6 二 66 时 ,不 等 式 


a+6 
| fwdx|<e 


对 [a,B] 中 所 有 的 x 成 立 , 则 称 积分 | fx,u)dx 关于 v 在 [a,B] 上 一 致 收 合 

上 面 两 个 定义 中 的 [a ,PB] 可 以 换 成 开 区 间或 无 穷 区 间 . 

与 反常 积分 的 收敛 判别 法 一 样 ,这 里 也 有 一 系列 和 无 穷 级 数 类 似 的 一 致 收敛 
判别 法 .下 面 我 们 只 对 无 穷 积 分 来 讨论 这 些 判别 法 ,对 瑕 积分 也 有 类 似 的 结果 ,就 
不 再 一 一 说 明了 . 

记 

7(4) = sup | foes wadx i 
uE[a,B] A 
从 定义 18.2.2, 可 得 : 
定理 18.2.4 积分 | f(x,u )dx 在 [a,B] 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
dim. (CA = 0 

证 明 是 显然 的 , 留 作 练 习 . 

例 1 讨论 积分 | uedx (u 之 0) 的 一 致 收 生性. 

解 当 x>0 时 , 令 xu = 那么 

| uewax = | ear = 
因此 


[uewax| 三 荆 海 区 


A 


7(A)= sup 
u€E (0,+™m) 
从 而 由 定理 18.2.4, 知 积分 | uedx 在 (0, + %) 上 不 一 致 收敛 .但 若 任 取 8 > 
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0, 考 虑 它 在 [6, + o ) 上 的 一 致 收敛 性 ,那么 由 于 


7(A)= sup [uewax| =e%—>0 (A—+ ~), 
uE[s,+o) 4 
故 由 定理 18.2.4 知 它 在 [6, + s ) 上 一 致 收敛 . 0 


定理 18.2.5(Cauchy 收敛 原理 ) ”积分 | f(x,u)dx 在 Le,B] 上 一 致 收敛 的 
充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 e 一 0, 存 在 只 与 E 有 关 的 Ao, 当 A’',A” > Ao 时 ,不 
等 式 

[rowar|<e 


对 La,Pj 中 所 有 的 wu 都 成 立 . 
证 明 留 作 练 习 . 
从 Cauchy 收敛 原理 ,立刻 可 以 推出 : 
定理 18.2.6(Weierstrass 判别 法 ) 设 f(x,u) 关 于 x 在 La,+ co) 上 连续 .如 
果 存在 [a, + %) 上 的 连续 函数 F, 使 得 | ”FCx)dx 收敛 ,而 且 对 一 切 充分 大 的 
及 [a,B] 上 的 一 切 ,都 有 
| fCx,u) [< .P(XY, 


那么 积分 | f(x,w)dx 在 [e, 扑 上 一 致 收 人 
证 明 因为 | “FCx)dx 收敛 , 故 对 任意 的 se > 0, 存 在 4u, 只 要 44,4"> 4， 
便 有 
[rowax|<e. 
由 此 便 知 


re wax|<|, | f(x,u) | dx 二 | Fo)dx <e. 
A” ， Sw Sy 


因而 | “fCx,w)dx 在 [e,8] 上 一 致 收 合 . 0 
例 2 证 明 : 积 分 
| esintdt (a>0) 
关于 u 在 L0, + %m) 上 一 致 收敛 . 
证 明 ”因为 对 任意 的 uw€E[0, + %), 有 不 等 式 


| eetu)ioint | 志 e" (0 过 t < 一 + co )， 
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而 | edt 收敛 , 故 由 Weierstrass 判别 法 知 ,积分 | e'sin tdt 关于 在 


[0， 十 ce ) 上 一 致 收敛 . 吕 
例 3 证 明 : 积 4 


| ecosin tdu (a > 0) 


关于 t 在 [0, + c ) 上 一 致 收敛. 
证 明 因为 w=0 不 是 被 积 函 数 的 瑕 点 ,所 以 只 需 证 明 积分 


| eat "sin tdu (3) 


1 


关于 在 [0, + %) 上 一 致 收敛 就 行 了 .由 于 


|eerVisint|< tte! < 4 


和 


而 | ”对 一 + %, 所 以 由 Weierstrass 判别 法 知 式 (3) 关 于 + 在 [0, + m) 上 一 至 
收敛 


例 2 和 例 3 的 结论 将 在 18.3 节 的 例 4 中 用 到 . 
更 细致 的 判别 法 有 : 
定理 18.2.7(Dirichlet 判别 法 ) 设 f,g 满足 以 下 两 个 条 件 : 


(a) 当 4 一 + 时 ,积分 | f(x,w)dx 对 w E [ae 四 一致 有 界 , 即 存在 常数 
1M ,使 得 当 4 充分 大 时 ,对 每 个 w E [a,8], 有 
六 roeoax|s M; 


(b) 对 每 个 固定 的 w ELa,PBj,g(x,u) 是 x 的 单调 函数 , 且 当 x 一 + % 时 关于 
& 一 致 地 趋 于 0. 
那么 积分 
| fx gwdx 


在 La,PBj 上 一 致 收 合 . 
证 明 因为 g(x,u) 关 于 x 是 单调 的 , 故 可 用 推广 的 第 二 积分 平均 值 定理 : 


A é 
| ,ford gC udx = gCA'siw))| fxs wdx + gCA",w)| fx wdx, 
其 中 6E[L4 4. 由 条 件 (a) ,对 任意 的 4 ,4 全 ua 及 一 切 wELa,P], 有 
[3 3 | 
| foiwar|< | fodx|+ [fosiwar|<2m, 


。 365 。 


数学 分 析 教 程 


A” aA" 3 
ff wax|< | fxdx|+ J fx wdx| <2M. 
由 条 件 (b) ,对 任意 的 s 盖 0, 存 在 4u>a ,只 要 xx 二 4u， 
E 
| g(x,u) [< zy 
就 对 一 切 以 Ela ,PP 成立. 于 是 取 A',A'SAo , 即 得 
[for we wdx|< s Kw 


因此 ,由 Cauchy 收敛 原理 , 知 积分 | f(x,w)gx,u)dx 在 [av 站 上 一 致 收 化 [0 
定理 18.2.8(Abel 判别 法 ) 设 f,g 满足 以 下 两 个 条 件 : 
(a) 积分 | fx,u)dx 关于 wu € La,PBj] 一 致 收敛 ; 


(b) 对 每 个 固定 的 w ELa,Bj],g(x,u) 关 于 x 单调 ,日 关 于 uw 一 致 有 界 . 
那么 积分 


| fxs gwdx 


在 La,Bj 上 一 致 收敛 . 

证 明 留 作 练习 . . 

在 实际 情况 中 ,经 常 遇 到 的 是 f,g 两 个 因子 中 只 有 一 个 包含 参 变量 u. 这 时 定 
理 18.2.7 和 定理 18.2.8 叙述 起 来 就 可 简单 些 . 例如 ,Abel 判别 法 可 写成 : 


如 果 积 分 | “xz)dx 收敛 ， 函数 g(x,u) 关 于 x 单调 , 且 关 于 wE [a, 扑 一 致 
有 界 ,那么 积分 
| fg wdx 
在 [a,8] 上 一 致 收敛 
例 4 证 明 :积分 | ew 到 <dx 在 [0, + %) 上 一 致 收 全 


证 明 因为 | Sm dx 收敛 ,而 函数 e-” 关 于 x 递减 , 且 e-”<1 对 xE[0， 


+ ww) 和 ME[0,+ um) 成 立 , 故 由 Abel 判别 法 知 原 积分 在 [0, + %) 上 一 致 收敛 . 
例 5 证 明 :积分 | ”加 中财 dx 在 [3, + %m) 上 -一致 收敛 ,这 里 4 及 9 之 0 是 


C2 十 xz 


常数 . 
证 明 一 方面 ,对 任意 的 4 盖 0, 有 
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A 小 二 2 
| sin 9 = uA 人 


另 一 方面 , 当 x 一 + % 时 ， 函数 - 站 二 二 二 递减 趋 于 0. 故 由 Dirichlet 判别 法 知 该 积分 


在 [6, + c ) 上 一 致 收敛 . 
例 6 讨论 积分 


| Sin (1/x) gy (4) 


0 %? 
关于 p 在 (0,2) 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 在 16.3 节 的 例 5 中 ,我 们 已 经 证 明 积 分 (4) 在 2 三 p 二 % 时 发 散 , 在 0=p 
过 1 时 绝对 收敛 ,在 1 过 p<2 时 条 件 收敛. 
现在 我 们 证 明 , 积 分 (4) 在 0<p 委 2- 8 时 一 致 收敛 ,其 中 6 是 任意 的 正 数 .与 
16.3 三 的 例 5 中 的 做 法 一 样 ,通过 变换 1/x = 1, 积分 (4) 就 变 成 下 面 的 无 穷 积 


jw sin tq. (5) 


A 


由 于 0 二 p 过 2- 9,2- pz 二 9, 所 以 


a 


ES 
因此 当 t+ % 时 ,1/1* ?一 致 地 递减 趋 于 0. 另外 
fsin idt|<2. 


从 而 由 Dirichlet 判别 法 知 积分 (4) 一 致 收敛 . 
但 积分 (4) 在 0 二 p=<2 时 非 一 致 收敛 .因为 如 果 积 分 (5) 在 0 二 p<2 时 一 致 收 
敛 , 则 对 任意 的 s 二 0, 存在 Ao 二 1 » 只 要 A’>>A’ 二 Ao 


| Sn ‘qt|<e (6) 


A’ 12- p 
就 对 任意 的 pE (0,2) 成 立 . 现 取 A’=2kx,A”= (2K+1)r， 则 当 k 充分 大 时 , 当 
然 有 4 "4 二 Ao. 于 是 由 式 (6) ,得 


| “型 Sin t 


1 (2k+1)nx , 
COR + | 站 
四 2 
(2k + 1)r)2-P 

因为 上 面 的 不 等 式 对 任意 的 PE (0,2) 都 成 立 , 令 p 一 2, 即 得 e 宇 2. 这 当然 是 不 可 
能 的 . 0 

回顾 15.3 节 中 的 定理 15.3.5: 如 果 [La,bj 上 的 可 积 函 数列 {f,}) 在 [a,bj] 上 一 
致 收敛 于 g ,那么 g 也 在 [a ,bj 上 可 积 ,是 


e> > 
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lim| fx)dx = | g(x)dx. 


如 果 把 La ,bj 换 成 无 穷 区 间 [La , + %), 即 使 {f} 在 La, + %) 上 一 致 收敛 于 g, 上 面 
的 等 式 也 不 一 定 成 立 . 例如 


Ep | OE 
二 


0， 站 汪 芭 ， 


0 过户 Co i CO Ek ws 
从 而 {f,}) 在 L0, + %) 上 一 致 收敛 于 0, 而 
i fd = 加 | Dar = Ban =+ 0 
作为 反常 积分 一 致 收敛 概念 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 在 无 穷 区 间 上 极限 号 和 积 
分 号 交换 的 条 件 . 


定理 18.2.9 设 函 数列 {f,) 在 La, + wm) 上 收敛 于 g ,满足 : 
(a) 对 任意 的 A 这 a,{f,}) 在 La,Aj] 上 一 致 收敛 ; 


Cb) 积分 | fCx)dx 对 nn 一 致 收敛 . 
那么 积 | gcodx 收敛 , 且 


| gcodx lim| fax. 


其 实 这 个 定理 还 可 写成 更 一 般 的 形式 . 
定理 18.2.10 设 ECR,f(x,u) 定 义 在 La,+%)XE 上 ,又 设 uo( 可 以 是 
+ %) 是 EE 的 一 个 极限 点 ,满足 : 
(a) 对 任何 A 之 a ,等 式 
lim f (x,u) = g(x) 


uEE 


在 La ,4 ] 上 一 致 地 成 立 ; 
(b) | fC, dx 对 we EE 一 致 收 化 . 


那么 积分 | gCx)dx 收敛, 且 


lim| fCx,u)dx = | goax. 
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在 定理 18.2.10 中 取 E=N" ,uo = + % ,就 得 到 定理 18.2.9. 下 面 给 出 定理 
18.2.10 的 证 明 : 
由 条 件 (b) 知 ,对 任意 的 s 盖 0, 存 在 4uo>a, 当 4 ,4 全 4 时 ， 


im fx,u)dx < 万 
对 任意 的 w EE 成立. 再 由 条 件 (a), 知 
lim f(x,u) = g(x) 
uEE 
在 [A',A”] 上 一 致 地 成 立 .在 不 等 式 (7) 中 令 u->uo, 即 得 
你 
[goax|<e. 
这 就 证 明了 | “g(x)dx 收敛 .于 是 存在 A > a, 使 得 
十 oo E 十 oo E 
In gCoOdx| 一 与， f(x,udx| 二 二 
对 uw EE 成立 .由 条 件 (a) 知 ,对 任意 的 :二 0, 存 在 60, 当 0 二 |u 一 wo| 二 6 时 (车 
Mo 三 十 c , 则 存在 U ,使 得 当 u>U 时 )， 
_ € 
| f(x,u) — g(x) ie. Ss 
对 [La,A1j] 中 所 有 的 x 成立. 因而 当 0 二 |u 一 wo| 二 6( 或 u 二 时 ,有 
| fers wax -| gax| 


Al 十 oo 十 oo 
| | f(x,u)— g(x) | dx 十 Im fC)dx| + 全 gCodzx| 


€ 


车 0 


3 
y 品 XP 
例 7 计算 积 | Tzdx 0<p<). 


解 因为 x=0 是 瑕 点 ,可 把 积分 写成 两 部 分 : 
十 oo 无 P-1 要 1 无 P-1 十 oo 无 P-1 
|. d= | a J +a 
= 万 生 了 2 . 

对 积分 厂 , 因 为 0 二 x 二 1, 故 有 展开 式 

xX?! _ 区 而 

让 2 Dp 1。 
这 个 级 数 在 (0,1) 中 的 任何 闭 区 间 上 一 致 收敛 .如 果 记 它 的 部 分 和 为 f, ,那么 {f,} 
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在 (0,1) 中 的 任何 闭 区 间 上 一 致 收敛 .由 于 


n-—l 
a a kk+p—l 人 一 人 一 
0 委 记 (xz) = bP TO 和 


2 oxr! 
TF 


而 | xdx 收敛 , 故 | f(x)dx 关于 一 致 收 全 .于 是 由 定理 18.2.9, 知 


oo 


人 让 代 。 0 Cn 
n=| edx = DDD" rm = 、 


n=0 0 n=0 有 十 Pp 


对 积分 1,, 作 变换 x = 1/1, 即 得 
元 三 1 和 序 池 _ i 1 -Pp)-1 
.=| 二 t= 0 Te 


1 (1) 
多 


于 是 
人 
) pi+n > p-—n 
二 二 + Et- 让 < 
在 17.2 节 中 ( 见 | Cn 
i is Wa ye 
故 最 后 得 


十 op 一 1 
| 区 = (0<p<l. 


0 1 


这 个 积分 在 证 明 醋 函数 的 余 元 公式 (定理 18.4.9) 时 将 要 用 到 . 
例 8 计算 积分 | ca 之 了 


1 寺 


解 a en 
Im dx 1 bY 1 x 
0 1l1+x° 1+ id 二 


这 里 已 经 用 了 例 7 的 结果 
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练习 题 18.2 


. 研究 下 列 反常 积分 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 
(1) | ewsin Ft a 


2 | dps = wt 


ed dx 
了 了 9 < 
G3) | 本 和 0 过 u=+% 


A qx, 0< a <+t os 
‘| Vue dx, 0Zu<+%. 
.证明 : 积 分 | ” 甸 必 dx 在 任何 不 包含 & = 0 的 闭 区 间 [a,b] 上 一 致 收敛 ,在 包含 w = 0 


的 闭 区 间 上 不 一 致 收敛 . 
. 证 明 :积分 | ” 澡 3xe “dx 关于 uw 在 [0,%) 上 一 致 收 全 


be 

. 设 f(x, 忆 在 La,+%)X[a,B] 上 连续 .如 果 对 每 个 uE[a,B), 积 分 | fxs)dx 都 收 
敛 ,但 积分 | (xp)dx 发 散 ,证 明 :| “f(x,u)dx 在 [a,B) 上 不 一 致 收敛， 

. 证 明 : 积 分 

| xcos xdx (a ~ 0) 


a 十 x? 
在 [6,+ %)(8 之 0) 上 一 致 收敛 ,但 在 (0, + = ) 上 不 一 致 收敛 . 
. 证 明 :积分 


+* ln Ux 
上 Sin qx (a >0) 


在 (0, + c ) 上 不 一 致 收敛 . 


问题 18.2 


.证 明 :积分 |” -各 全 dx 关于 a 在 [7, + %) 上 一 致 收敛, 关于 “在 (0,5) 上 不 一 致 收 


敛 ,这 里 7 和 8 是 任意 的 正 数 . 
. 证 明 : 积 分 | ee 中 /dx 关于 a 在 (0,1] 上 一 致 收敛 ,但 不 能 用 Weierstrass 判别 法 来 
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判断 . 
3. 证 明 : 积 分 | f(x,u)dx 在 [a,B] 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任 一 递增 趋 于 + % 
的 数列 { A,) (A1 = 4) ,函数 项 级 数 
Dewdx 
在 [a,B] 上 一 致 收 人 i 


18.3 含 参 变量 反常 积分 的 性 质 


设 含 参 变量 的 反常 积分 | “f(x,u)dx 对 [a,8] 中 的 每 个 u 都 收 全 .我们 要 研 
究 由 它 所 确定 的 函数 
plu) = | feax (1) 


与 连续 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 保证 了 级 数 和 函数 的 连续 性 一 样 ,积分 (1) 的 
一 致 收敛 性 保证 了 9 的 连续 性 . 
定理 18.3.1 如 果 函 数 f(x,u) 在 La, + %m) x [a,B] 上 连续 ,而 且 积 分 


| fx wdx 在 La,B8] 上 一 致 收敛 ,那么 由 式 (1) 所 确定 的 函数 9 在 [a,B] 上 
连续 . 
证 明 对 任意 的 A 这 a,f(x,u) 在 [a,A]Xx[a,B] 上 一 致 连续 ,因而 对 任意 的 
uo ELa,B], 
lim flx,u) = f(x,uo) 
对 xE [a, A 一致 地 成 立 .又 因为 | f(x,u)dx 在 [a,B] 上 一 致 收敛 ,所 以 在 
定理 18.2.10 中 取 E= [a,PB], 即 得 
lim pu) = lim| fx wdx 三 | fers udx = PCUo ). 


这 就 证 明了 9 在 L[c ,8 上 连续 . 
例 1 讨论 函数 
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| arctan x 
pt) -| + I 


的 连续 性 区 间 . 
解 ” 先 看 函数 pC(u) 的 定义 域 是 什么 , 即 上 述 积分 在 什么 范围 内 收敛 .在 x=0 
附近 ， 


arctanx _ 1 
(2 秆 和 到 ) 沁 
arctan x ME | 
因而 当 w 一 2 时 ,积分 | -于 S99 关 -dx 收敛 . 当 x 一 + 时 ， 
arctan x 元 


A se 


Xx*(2+ X3) a 


从 而 积分 | ” -astan dx 当 w > 之- 2 时 收敛 .由 此 得 知 pCu) 的 定义 域 是 (- 2， 
和 


2) .我 们 证 明 pg 在 (- 2,2) 上 连续 ,为 此 ,只 需 证 明 ?在 任意 的 [a,b]C(-2,2) 上 
连续 就 行 了 .根据 定理 18.3.1, 只 需 证 明 上 面 的 积分 在 [a ,bp] 上 一 致 收敛 ， 
当 xE(0,1) 时 , 设 a 过 b 二 2, 则 存在 常数 c ,使 得 
arctan x 伦 < C 
WDFE RY xl Sp 
y arctan x 本 名 
而 5 一 1 过 1, 故 由 比较 判别 法 , 知 | ”-arStan -dx 在 (- 吕 ,b] 上 一 致 收 售 
当 xEL[Ll, 皇 %) 时 , 设 一 2 二 a 牵 u , 则 
arctan X 入 :让 mn 1 
ON HD re 


且 a+3 之 1. 故 由 比较 判别 法 , 知 积分 | ”-arstan 半 -dx 在 [a, + %) 上 一 致 收敛 . 


1 X*(2+ XxX) 


-arctan xX_qx 在 [a,bj] 己 (-2,2) 上 一 致 收敛 , 故 


Xu“(2 + X3) 


oo 


C2 


co 


把 两 个 积分 合 在 一 起 , 即 知 | 


2 在 (- 2,2) 上 连续 . 
与 级 数 的 情形 一 样 ,积分 的 一 致 收敛 只 是 保证 2 连续 的 一 个 充分 条 件 , 但 并 
不 是 必要 的 .但 在 了 上 非 负 的 条 件 下 ,积分 的 一 致 收敛 便 是 2 连续 的 必要 条 件 .我 
们 有 : 
定理 18.3.2(Dini 定理 )” 设 f(x,u) 在 [a, + c)x[u,8] 上 连续 、 非 负 . 如 


果 由 式 (1) 定义 的 9 在 [a,B] 上 连续 ,那么 积分 | f(x,u)dx 在 [a,B] 上 一 至 
收 伍 
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证 明 把 9 写成 下 面 级 数 的 和 : 


pw =| Kaidr= S| Ferraydx = Dankuy, 
本 hn 三 1 0 n=1 
其 中 
aatuy = | Persiyde, Cn = ly2yi), 


根据 了 连续 \ 非 负 的 假定 , 知 a,(u) 在 La,PBj] 上 也 是 连续 、 非 负 的 ,因而 由 Dini 定 理 


(定理 15.3.4), 知 级 数 > au Cu) 在 [a,B] 上 一 致 收敛 . 从 而 对 任意 的 > 0, 存 在 
N ,使 得 不 等 式 


oo 


2) an(u) < 


n= N+1 


对 La,Bj 中 的 所 有 u 成 立 . 现 取 Ao=a+N. 由 于 f 非 负 , 故 当 A 二 Ao 时 ,对 任意 
的 wuELa,B], 有 


i fewar<|, flx,u)dx = 


2 | f(x,u)dx 
n=N+l™ atn-l 


oo 


= 2) qi) < 人。 


n= N+1 


这 就 证 明了 | “f(x,u)dx 在 [a,B] 上 一 致 收 全 


与 级 数 的 情形 一 样 ,这 里 的 La,Bj] 必 须 是 有 界 的 闭 区 间 , 否则 定理 将 不 成 立 . 
这 样 的 例子 见 问题 18.3 中 的 第 2 题 . 

关于 9 的 积分 ,我 们 有 : 

定理 18.3.3 设 [La,Bj 是 一 有 限 区 间 , 那 么 在 定理 18.3.1 的 同样 条 件 下 , 9 
在 La,B8j 上 可 积 , 且 


B +% 有 
| codu =| (| frau) dx. 
也 就 是 说 ,x 与 & 的 积分 次 序 可 以 交换 ; 
有 +% 十 oo B 
| (| fx,w dx )du = | (| fxswau)ax. (2) 


证 明 根据 定理 18.3.1,9 在 [c,p8] 上 连续 ,当然 在 Lv ,8] 上 可 积 .因为 对 任何 
4>a,Fxz,u) 在 La,4]x[Lau,p8] 上 连续 , 故 由 定理 18.1.3, 有 


(forar)au = (for wau)ax. (3) 
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i 三 | ferswDdx, 那 么 当 A 一 + ww 时 ,F(A,u) 在 [a,B] 上 一 致 收 化 于 
a | “f(x,wdx, 因 而 由 定理 18.2.3, 知 


B B 
lim| F(A,wWdu a | gCwau, (4) 
于 是 由 式 (3) 和 式 (4) ,可 得 
lm | (| forniadu)dx= tim| (| fc dr)du 


en 
= [ (| fxsmwdx)au. 


这 就 证 明了 式 (2). 
例 2 设 a0,b>>0,c 是 任意 的 实数 .计算 积分 | SEYcos cxdx. 


解 因为 和 一 se = | ew“du, 所 以 


tm ex 一 et +o『b 
| 二 cos cxXdx = | | (e “cos cxdu)dx 
0 xX 0 a 


= | (| ecos cxdx )du 


= Rin 
wi 4 C2 2 m2 cc 
上 面 两 个 积分 之 所 以 能 交换 ,是 因为 积 4 


十 oo 
| e “cos cxdx 
0 


关于 uw ELa,bj] 一 致 收敛 . U 

定理 18.3.3 断言 ,在 所 设 条 件 下 ,对 x 和 wu 进行 积分 的 次 序 可 以 交换 ,但 这 里 
关于 wu 的 积分 区 间 [a,Bj 是 有 限 的 .在 很 多 情况 下 ,往往 需要 知道 两 个 无 穷 区 间 的 
积分 是 否 可 以 交换 .对 此 ,我 们 有 : 

定理 18.3.4 设 f 满 足下 列 条 件 : 

(a) f 在 [a,+%)X[a,+ %) 上 连续 ; 

(b) 积 


| fx wax, | frau 


分 别 关 于 wu 在 任何 区 间 [a,B] 上 和 关于 x 在 任何 区 间 La ,bj 上 一 致 收敛 ; 
(c) 积 
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[ew au)ar, | (TY 1 for) ax)au 


中 至 少 有 一 个 存在 .那么 积分 


1 (| fx du )dx, 六 (| fx ax)au 
都 存在 , 且 相 等 , 即 


| (for wadu)dx | (| fers wax)du. (5) 
证 明 ”为 确定 起 见 , 不 妨 假定 
1 由 | f(xy uy | du )dx (6) 


存在 .因而 式 (5) 的 左边 存在 ,要 证 明 的 便 是 
。 i +% jy [+% 
lim| |: HGz,u)dx)du 三 | (| fxsw du )dx. 
由 于 | fxddx 关于 uw 在 La,PB] 上 一 致 收敛 , 故 由 定理 18.3.3, 知 
| (| frar)du 一 | (| fx du ) dx. 


于 是 只 需 证 明 
lim] (fforwau)ax = (| fer wau)ax. (7) 
记 
FB,x) = | fxs mau. 
由 条 件 (b) , 知 


Jlim FCB,x) = | f(x, wdu 
关于 x 在 任何 区 间 La ,bj(b 记 a) 上 一 致 收敛 .因为 对 任意 的 BE[La,+ %m), 有 
FCp,z) [< fw | au S| | for,w | au, 


故 由 式 (6) 和 Weierstrass 判别 法 知 ,积分 | FCB,x)dx 关于 8 在 [a, + %) 上 一 致 
收敛 .于 是 由 定理 18.2.10, 得 
| FCB,x)dx 二 | (| fersiwau )ax <+%,， 
日 
im | (| fx du)dx = x=| (| fer, wadu)dx 
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这 就 是 要 证 明 的 式 (7). 
在 f 宇 0 的 情况 下 ,利用 关于 反常 积分 的 Dini 定理 (定理 18.3.2) ,从 定理 
18.3.4, 可 得 : 
定理 18.3.5 设 f 满 足下 列 条 件 : 
(a) f 在 [a, + %)X[a,+%) 上 连续 , 非 负 ; 
(b) 函数 
gi 三 | fxs dax, PEY | fxswau 


分 别 在 La, + %) 和 [a , + c ) 上 连续 ; 
(c) 积分 


| pwdu, | woodx 


中 至 少 有 一 个 收敛 . 
那么 (c) 中 男 一 个 积分 也 收敛 ,而 且 两 者 相等 , 即 等 式 (3) 成 立 . 


例 3 计算 积分 | er 


6™ dx 


解 记 了 = | evax 放 0. 作 变换 x = ut (wu 0), 得 
4 AS -uz 
了 = | ue di . 
如 果 记 
2(U) = | ue "dt, 
那么 pC(u)= 了 是 个 取 和 常数 值 的 函数 .现在 有 


ee 1| dy =| i 
0 0 
至 | (| ue "dt)e” du 
0 0 
= | - Ch we tq jdu. 
0 0 


如 果 这 两 个 无 穷 积 分 能 交换 次 序 , 那 么 
路- 各 I (| ue ardu )di = ;| dy 开 


0 0 


综 上 ,有 


“877 % 


现在 来 证 明 交 换 次 序 的 合理 性 . 因为 f(t,u) = xe- “at+ 忆 在 [0, + %)x[0， 
+ %) 上 是 连续 非 负 的 ， 
gy = | wevenar = er ew dut) = Ie (us0, 
0 0 


9(0)=0, 所 以 p(wu) 在 [6, + c)(CS 二 0) 上 是 连续 函数 .而 


| -uw (1+12) 人 
y= | ue du = Ti 
是 L0, + wm) 上 的 连续 函数 .因此 由 定理 18.3.5, 可 得 
*® /ft® re) | 
| (| ue di)du=| (| ue du )dt 
_ [+e E+e) 
= | dt (8) 


2 2 
一 四 
er- (1+t) 


1 和 co 寺 续 
记 了 (6,1) Bl re REL + ) x [0, + o) 上 连续 .由 于 


_ 2 
er-9 (ltt) 于 


3 t2” 


所 以 积 
tm -Ol+e) 
) DF yt 
关于 3 在 [0, + wm ) 上 一 致 收敛 ,从 而 | “5,D)dt 在 8 = 0 处 连续 ,因而 由 式 (8)， 


得 到 
1T*= lim 网 (} wer ard )au 


6—>0 J 9 0 
we 2 
+ e-9 +e) 


-各 上 |， 
;| dt _x 
2Jo 1+7? 4- 
例 4 计算 Fresnel( 菲 涅 耳 ,1788 一 1827) 积 分 jm sin X2dx 
0 


解 邻 x*=1, 那 么 


十 oo . -3 1 十 oo Sin 
| sin x*dx = 3, 可 di. (9) 
对 刚才 算出 来 的 结果 
十 oo _2 和 [ne 
| 人 
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作 变 换 x =V 以 ,可 得 


六 


砍 em du. (10) 


T 


i 
把 它 代 入 式 (9) ,并 交换 积分 的 次 序 , 便 有 
“所 向 X2dx = 雹 一 
上 | 


= 业 “ 关 .过 工 

Vx 2V2 到 

虽然 积分 值 算出 来 了 ,但 要 证 明 交 换 积 分 次 序 的 合法 性 却 并 不 容易 .为 了 克服 这 一 
困难 ,在 式 (9) 中 引入 收敛 因子 e “(a 二 0). 考 虑 积 


J i 
er dE; 
| Vf 
把 式 (10) 代 入 ,并 交换 积分 次 序 , 得 
We 一 at Sin 1 二 之 | | -tu2+a) os 
加 e 六 dt 二 ( i 人 sin tdu )dt 
人 
三 = (|. e Sin tdt )du 


sd pn (1) 


由 18.2 节 中 的 例 2 和 例 3, 知 积分 |e sin tdt 关于 在 [0, + %) 上 一 致 收 
伊 ,积分 | esin rdu 关于 1 在 [0, + %) 上 一 致 收敛 ,而 且 积分 
| (| re | sint | dt )du 


0 0 


存在 . 故 由 定理 18.3.4, 知 交换 积分 次 序 是 允许 的 .又 因为 积分 


| 人 Sin tdi 上 du 
0 A 0 l1+(a+ wu) 


都 关于 a 在 L0, + %) 上 一 致 收敛 , 故 能 在 积分 号 下 取 极 限 a 一 0. 在 式 (11) 的 两 边 
< a->0, 即 得 
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”Sin tt ty .。 必 远 
0 Vf Se 1 5 Us 2… 
这 里 我 们 已 经 利用 了 18.2 节 中 例 8 的 结果 .因此 


| sa X2dx = 去 扫 : 吕 
最 后 来 研究 函数 9 的 求 导 问 题 . 
定理 18.3.6 如 果 函 数 f 和 中 都 在 [a， +c)x[Lu,p8j 上 连续 , 且 积 分 


| 瑟瑟 各 dx 在 [e, 们 上 -一致 收 笋 ,那么 pCu) = | fx,w)dx 在 [a,8] 上 
oe 
gC = | A 1 (12) 
a gdu 
证 明 对 任意 的 正 整 数 n 之 a, 令 
gp (UY | fCxsmwdx. 


Phu) = dx 
由 于 | Sax 在 La,;B] 上 一 致 收敛 ,所 以 函数 列 {9%(u)) 在 La,B] 上 一 致 


收 化 , 且 因 {9,) 在 La,B] 上 收敛 于 8, 故 由 定理 15.3.9, 知 8 在 [a,h] 上 连续 可 微 ， 
且 式 (12) 成 立 . 0 
例 5 利用 对 参数 的 微分 法 ,计算 积分 


+o -ax _ a-br? 
| dx (a>0,b>0. 


0 ro 
解 ”把 a 看 做 参数 , 记 上 面 的 积分 为 1(a) ,那么 
FCa) | we (13) 


为 了 说 明 微 分 运算 和 积分 运算 的 交换 是 允许 的 ,我 们 把 a 限制 在 区 间 [5, + %) 
中 ,这 里 5 是 任意 的 正 数 .于 是 
ee < erar 


由 于 | edx 收敛 , 故 由 Weierstrass 判别 法 ， 知 积分 | “edx 涡 呈 如 外 
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[6, + o ) 上 一 致 收敛 ,从 而 由 定理 18.3.6 知 上 面 的 运算 是 允许 的 .由 于 9 之 0 是 
任意 的 , 故 式 (13) 在 (0, +  ) 上 成 立 .由 例 3, 得 


, Vx 
fF (i) 三 一 一 一 一， 
2Va 


因此 1(a)= 一 Vra+c. 由 于 1(b)=0,c= Vrb, 故 最 后 得 
I(a) = VrCVD -Va). 
例 6 计算 积分 | cos bxdx(a > 0). 
解 把 b 看 做 参数 , 记 上 面 的 积分 为 1(b). 先 证 明 
I'(b) =- | xe sin bxdx (14) 
对 任意 的 bE (一 ,+ %) 成 立 .事实 上 ,由 于 
| xe™ sin bx | 过 xe™,， 
而 | xew dx 收敛 , 故 由 Weierstrass 判别 法 , 知 式 (14) 右边 的 积分 对 b € 
(一 ,+ %) 一 致 收敛 ,因而 式 (14) 成 立 .用 分 部 积分 法 ,容易 算出 


Te = Dy. 
2a 


b? 
In Th) == = &€, 
4a 


I(b) = ce /0. 
已 知 1(0) = 去 Vz7a, 所 以 


1 /x b/da) 
1(b) = 5 a 、 


以 上 这 些 结果 都 是 对 无 穷 积 分 来 讨论 的 ,对 瑕 积分 这 些 结果 也 都 成 立 ,这 里 就 
不 再 叙述 了 . 


练习 题 18.3 


1. 研究 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 连续 性 : 


(1) FCx) = | de ,+ my 
0 


汪 寺 天 
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(2) p(a) = | sinx dx,u € (0,2); 


0 Cm — RI 


3) Fo = | Xdx,a € (0, + %). 
1 区 
4 
2. 利用 公式 | Xe-1dx = 二 (a > 0), 计算 积分 
0 
| aa pb 
0 


其 中 m 为 正 整 数 . 
十 oo =0% — mn 
3. 计算 积 | | cxdx (a 二 0,b > 0,c 二 0). 
) 


十 oo 2 2 
4. 计算 积 mAe -十 X2d5 eB#0). 


B+ x 
5. 利用 已 知 的 积分 值 ,计算 下 列 积分 : 
(1) | ori (2) | max, 
(3) 广 Sin axcos 应 di， C4) 1 simx dy 
0 Xx 0 Xx 


6. 如 果 | ”| f(x) | dx 收敛 ,证 明 :函数 
PCU) = | foneos uxdx 
在 (- ,+ %) 上 一 致 连续 . 


问题 18.3 


1. 证 明 : 函 数 
十 oo Er 
Fo = | | sint | 
在 [0,1) 上 连续 . 
2. 通过 积分 


pu) = | we“dx (QH), 


Yu) = | wendx (<u<+ %), 
说 明 含 参 变量 反常 积分 的 Dini 定理 (定理 18.3.2) 在 开 区 间或 无 穷 区 间 上 不 成 立 . 
、 人 人 ”arctan axarctan Bx 
3. 计算 积分 | 2 : 
4. 计算 积 
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| Et dxdy jdt， 
Xx VX 十 yy 
式 中 
D= {xy 和 
. 利用 已 知 积分 ,计算 下 列 积分 : 


qi- ete/ dx (a > 0); 
eee b 
2 S ”一 cos bxdx (a ~ 0); 


wy | i 
0 Xx 


(4) 而 Sn ex ~ sir fd, (a >0,8>0). 
. 在 定理 18.3.6 中 ,如 果 把 条 件 | Feed 在 [a,8] 上 收敛 ,减弱 为 | fx, dx 在 


[Le,B] 中 的 某 一 点 收敛 ,其 他 条 件 不 变 ,证 明 :积分 | “f(x,u)dx 在 [a,B] 上 一 致 收敛 于 
OP( u ) “有 


pg'(u) 2 | 2 
a oau 


18.4 械 函数 和 B 函数 


FCs) = | eed 


1 
B(p,q) = | tel ~ Ped 


分 别称 为 T(Gamma) 函 数 和 B(Beta) 函数 ,前 者 是 含 一 个 参 变 量 s 的 函数 ,后 者 是 


含 两 个 参 变量 p,q 的 函数 ,它们 都 是 由 含 参 变量 的 反常 积分 所 确定 的 非 初等 


数 . 这 两 个 积分 都 是 由 Euler 首先 提出 并 研究 的 ,所 以 也 分 别称 为 Euler 第 二 型 积 
分 和 Euler 第 一 型 积分 . 这 一 节 将 专门 讨论 这 两 个 函数 的 性 质 以 及 它们 之 间 的 
联系 . 
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16.3 节 中 的 例 4 确 定 了 工 (s) 的 定义 域 是 s 二 0, 例 3 确定 了 BC(p,9q) 的 定义 域 
是 p 盖 0,9g 盖 0. 

定理 18.4.1 T(s) 在 (0, + %) 上 连续 , 且 有 各 阶 连续 导数 . 

证 明 ”把 TT(s) 分 成 两 部 分 : 


TGS = | eed + ts-le-'dt. 
对 任意 的 p>a>>0, 取 sE[u, 四 , 则 当 0<:<1 时， 
0 1 le < fa-le-:. 
因为 | rier'dt 收敛, 所 以 站 ierdt 关于 s 在 [a,6] 上 一 致 收敛 , 因而 


| ad 是 [ec ,8] 上 的 连续 函数 . 当 工 二 工时 ， 
fi le ' 之 FL er 


因为 | “tte'dt 收敛 ,所 以 积分 | ” 03e- dt 关于 s 在 [a,8] 上 一 致 收敛 ,因而 


| te 'dt 是 [La,B」 上 的 连续 函数 .由 > wy>0 的 任意 性 , 即 知 PCs) 在 
(0, + c ) 上 连续 .用 同样 的 方法 , 知 积分 
| “ae tdt 


0 


也 在 Le ,8 上 一 致 收敛 .根据 定理 18.3.6, 知 
ésy = | 和 a jie- ta 


存在 且 连 续 .重复 上 面 的 做 法 , 即 知 TC(s) 在 (0, + %) 上 有 任意 阶 导数 . 0 
定理 18.4.2 TT 函数 具有 以 下 三 条 性 质 : 
(1) 对 任意 的 s 记 0,T(s)>0, 且 TT(1)=1; 
(2) 对 任意 的 ss 这 0,TC(s+1)=sT(s); 
(3) ln PCs) 是 (0, + %) 上 的 凸 函 数 . 
证 明 (1) 从 械 函数 的 定义 , 即 知 TT(s) 二 0 且 TT(1)=1. 
(2) 由 分 部 积分 法 ,得 


rts 4+1) = | “fsetdt 二 二 er 
6 0 


十 | emerdi = STCs) . 
0 
(3) 只 要 证 明 对 PE(1,+c),1/pP+l/q=l'si'sE(0,+oc), 有 不 等 式 


ln nl 二 < FI T(s1)+ 本 PCs> ) ， 
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或 者 
(时 + 时 < TG) Ts))Ys. 
产生 
事实 上 ,由 H6lder 不 等 式 , 即 得 


十 oo 
Hl 六 = 二 | fs1/P+s2/9-le-tdt 


十 co 
二 | (ti-D/pe PCr DV/ae /4a)dt 
0 


< ( 同 imrler'dt) ” (| tedt) “ 
二 
这 里 我 们 使 用 了 无 穷 积 分 的 H6lder 不 等 式 , 这 从 通常 的 H6lder 不 等 式 取 极 限 就 
能 得 到 . 
在 性 质 (2) 中 取 s = n(n 是 任意 正 整 数 ) ,那么 
m+ l= n(nRy = RR — TR = 
= n(n om1)*…1T(l) = n1, 


因而 了 函数 可 以 看 做 是 阶乘 函数 的 推广 . 
现 设 n 二 s 亿 n+1, 反 复 运用 性 质 (2) ,可 得 
(s+ 1) = ST SS Ss BE us — HID(S = NR), 
这 里 0s 一 n 志 1. 由 此 可 见 ,只 要 知道 工 在 (0,1) 上 的 值 ,TT 在 其 他 正 数 s 处 的 值 
就 能 由 上 式 给 出 . 


出 乎 意料 的 是 ,定理 18.4.2 中 械 函数 的 三 条 性 质 完全 确定 了 本 函数 .这 就 是 
说 ,任何 定义 在 (0, + %) 上 的 函数 ,如 果 具 有 定理 18.4.2 中 的 三 条 性 质 ,那么 它 一 
定 是 工 函数 .这 个 意 想不到 的 结果 是 由 Bohr 和 Mollerup 在 1922 年 首先 发 现 的 . 

定理 18.4.3 设 (0, + %) 上 的 函数 f 满 足以 下 三 个 条 件 : 

(a) 对 任意 的 x 盖 0,FCxz)>0 且 f(1)=1; 

(b) 对 任意 的 x 记 0,f(x+1)= xf(x); 

(c) Inf 是 (0, + c ) 上 的 凸 函数 . 
那么 f(x) = T(x) 对 任何 x 之 0 成立. 

证 明 我们 只 要 证 明 三 被 (a) ,(b),(c) 三 个 条 件 所 唯一 确定 就 行 了 .因为 下 也 
满足 (a) ,(b) , Cc) 三 个 条 件 , 所 以 必 有 f=T. 

由 条 件 (b) ,我 们 只 需 对 (0,1) 中 的 x 来 讨论 . 设 xE(0,1), 因 为 Inf 是 
(0, + %) 上 的 是 函数 ,由 关于 凸 函 数 性 质 的 定理 3.5.10, 得 
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In Fn) 一 nj 一 1l _lnf(n+x)—1nf(n) 
由 一 (有 一 1) ( 友 . 革 元 六 二 于 
= lInfl(n+1)—1nf(n) 
(i 
这 里 n 是 大 于 1 的 正 整 数 .由 条 件 (a) 和 (b), 知 f(n)=(n 一 1)1, 所 以 上 面 的 不 等 
式 可 以 写 为 


一 要 


Infl(n+x)—1n(n—1)! 
x 
Sn ~ n(n — 1, 


即 
xln(n—-1)<linf(n+x)-ln(n-1)!<xlnn. 
对 上 面 的 不 等 式 都 加 上 In(n 一 1)1, 得 
In(C 一 1) 一 ls 二 nn+x) 委 ln(Caz (7 一 1)1)， 
即 
Cn-D(n-DI<f(n+x)<n*n -1)l. 
由 条 件 (b) , 知 
fint+x)= (no—1+x)(l+x)xf(x), 

代入 上 式 , 得 


(i 1 n(n = 1)1 


pT VE (1) 
把 式 (1) 左 边 中 的 n 一 1 换 成 n ,不 等 式 仍 然 成 立 , 这 样式 (1) 可 写成 
nnl n*nl XxX+hn 
X(X+1)…(x+n) 等 几 x) 二 XCX 十 1)…(Cx+P) n " 
或 者 
用 n*nl 
区 十 nf‘*) 所 X(X+1).…(xX+n) < f(x). 
在 上 式 的 两 边 令 n>% , 即 得 
n*nl I 
J 0 
这 就 证 明了 f(x) 被 式 (2) 左 边 的 极限 所 唯一 确定 . 0 


从 等 式 (2) 顺 便 得 到 了 械 函数 的 另 一 个 表达 式 : 
定理 18.4.4 对 任意 的 x 二 0, 有 


二 nnl 
[tx) = re ny) (3) 
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证 明 上面 已 经 证 明 , 当 0 二 x 过 1 时 ,等 式 是 成 立 的 . 现 记 


nnl 


g(xX) = lim— ey (x > 0),， 
那么 
十 1 
ty Mes nn i 
= x lim 和 
PoeX(X 十 1)…(X 十 -1)1 十 X 十 工 
= Xxg(X). (4) 


由 于 当 0 过 x 过 1 时 ,g(x)= T(x). 现 设 n 二 x 三 n+1(n 是 任意 的 正 整 数 ) ,那么 从 
式 (4) , 即 得 


gx+1) = XxX) = = XXXE 1x nex=— n) 
= XX = jl = mT = Wh) = T(x 1). 
这 就 证 明了 对 任意 的 x 二 0, 式 (3) 成 立 . 0 
B 函数 有 下 面 简单 的 递 推 公式 . 
定理 18.4.5 对 任意 的 pP 二 0,qg 二 0, 有 
-_b 
B(p+1,g) = ———B(p,9g). (5) 
p q 六 本 p,q 
证 明 用 一 次 分 部 积分 ,可 得 
BCGP+1l,qg)=|t2(G1L- 1 dt 


| 
< 


= 一直 a -区 Pr 


一 1)P91dt 


1 
Bt 


=—L _B(p,g). 0 
p+q 


表面 上 似乎 不 相关 联 的 本 函数 与 B 函数 实际 上 有 着 密切 的 联系 . 
定理 18.4.6 对 任意 的 PP 盖 0,g 二 0, 有 


_ IT(P)T(g) 
B(p,9g) Tp ay 
证 明 固定 4 之 0, 令 
ps Tl(p+ q)B(p,q) 


TD) 
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如 果 能 证 明 f 具有 定理 18.4.3 中 的 三 条 性 质 , 那 么 由 定理 18.4.3 即 得 f(p)= 
FPCP), 即 定理 18.4.6 成 立 . 
利用 式 (5) 和 工 函数 的 递 推 关系 , 即 得 


fl(p+1)= eyrp +1+ gq)B(p +1,g) 


1 p 
= 一 一 一 (7 十 十 一 一 -BCP， 
FeP qT(p 和 p,qg) 


= pf(p). 
因此 f 具有 定理 18.4.3 中 的 性 质 (b). 注意 到 
1 


1 
B(1,g) = | 0 - Dadt = 人 


可 得 
T(l+gq)B(l,g) _ Tl(qg+1) 
rT(g) qT(q) 
另外 ,显然 有 f(p) 记 0, 可 见 f 也 具有 定理 18.4.3 中 的 性 质 (a). 最 后 证 明 Inf 是 
(0, + %) 上 的 凸 函数 .由 于 
Inf(p)= lInT(p+g)+1lnB(p,g)— lnT(g), 

用 与 证 明 In 了 是 (0, + s ) 上 的 凸 函 数 完全 相同 的 方法 ,可 以 证 明 In B(p,9q) 是 关 
于 变量 p 在 (0, + %) 上 的 凸 函数 ,因而 In f 也 是 (0, +  ) 上 的 凸 函数 . 这 样 ,三 满 
足 定理 18.4.3 的 全 部 条 件 , 所 以 f(p)=T(p), 因 而 式 (3) 成 立 . 0 

根据 定理 18.4.6, 不 难 从 T 械 函数 的 性 质 直接 推出 B 函数 的 一 些 性 质 . 

定理 18.4.7 (1) B(p,g) 在 (0, + c)x(0,+c) 上 连续 上 且 有 各 阶 连 续 偏 
导数 ; 

(2) B(p,q)=B(g,p)(p>0,g9>0); 


pq 
(p+q+1)(p+ 9g) 


f(1) = 


(3) BC(p+1,g+1)= 


证 明 是 显然 的 . 
例 1 计算 积分 | eos xsinf xdx (a >- 1,8>- 1). 


解 邻 41=sin2x, 则 有 


Blp,a) (p>0,.g9~>0). 


二 | t8-D/2(1 二 ft)ce-lD/2dt 
2Jo 

1 78+1 a+l 
-3B( a 2 | 


/2 
| cos” xsin? xdx = 
0 
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T( 言 ) = /7 (6) 
如 果 在 FCs) = | ”txe-rdt 中 作 变 量 代 换 = x , 则 有 
POY = | re Bd, 


令 s=1/2, 并 利用 式 (6) 的 结果 ,我 们 再 一 次 得 到 
Le dx = 


由 于 当 a=m,B=n 为 正 整 数 时 ,TC(Cm+1)/2) 和 TT(Cn+1)/2) 的 值 容易 算出 ， 
这 时 类 似 于 例 1 这 种 积分 的 值 便 可 直接 写 出 .例如 


1 "(3)r(3) 


6 < 一 二 
| COS"XSin xdx = 2 一 TO ， 
而 
5\_ 3 /3\、 31 1、 3 
T= TD)= 名 T= 
了 7\_5nf(5_15 
r(5)= rr 人)= 8 VT 
所 以 
A -3x 
| COs” xsin’ xdx = 15. 
例 2 证 明 :BC(p,g) 可 表示 为 
+% 一 人 
Blp,q) = | md (之 0,4 之 0). (7) 
+% 3/2 
利用 上 面 的 公式 ,计算 积分 1 = | 5sdx. 


证 明 对 
B(p,q) = | aa — 1) dt 
作 变 量 代 换 t= 1/(1+ x) , 即 得 式 (7) .对 积分 1 作 变 量 代 换 xs = 1 ,得 
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二 oo 7 1/2 1/2-1 
= = 站. Tp dys ee 1] 3d 


利用 式 (7) , 即 得 


例 3 计算 级 数 
2 


解 ” 利 用 定理 18.4.6, 可 得 


I nD 1) 
> TOOn + 1) = DB + lm) 


> a -1) "dt. 

n=1 

由 于 当 0 过 1<1 时 ,0 过 1(1 一 站 令 1/4, 所 以 
Ot -| 


二 


因而 级 数 1 1"(1 -1)"! 在 [0,1] 上 一 致 收 化 ,于 是 有 


心 | 一 


8 1 


n=1 (| 0 n=1l n=1 
n 
n 
人 i t 
= | tti 
Sp 
3/3 


T 函数 还 有 两 个 重要 的 公式 . 
定理 18.4.8( 加 倍 公式 ) 对 任意 的 * 盖 0, 有 


eh i et 1 
rT(2s) = TT(s t+) 


证 明 令 p=2s, 式 (8) 可 写成 
。390 。 
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rep) = 22T( 卫 Jr( 了 > ). (9) 
Vn 
要 证 明 式 (9) 成 立 ,只 要 证 明 

pcp -ar Pyne) 


满足 定理 18.4.3 中 的 三 条 性 质 就 行 了 .显然 
十 工 +2 
(3 mi ) 


= 三 22r( 卫 )r(2 一 ) = pp， 


fl(p+1) = 


又 因为 
In f(p) = ts 类 了 [各 )+ nr (£2), 


所 以 Inf 是 (0, + %) 上 的 凸 函数 .由 定理 14.4.3, 即 知 式 (9) 成 立 , 因 而 式 (8) 成 立 . 
由 定理 18.4.6, 还 可 得 下 面 的 余 元 公车 
定理 18.4.9( 余 元 公式 ) 对 任意 的 pE (0,1), 有 


T(pPT(1—- P) = (10) 


sin Re 
证 明 在 定理 14.4.6 中 令 g=1-P, 那 么 
FPC = py = Bl pypy | re - Dead， (11) 
三 1/(1+x), 并 利用 18.2 节 中 例 7 的 结果 ,得 
1 En 加 加 十 oo XP-1 加 元 
| A- di | Pe 
代入 式 (11), 即 得 式 (10). 
根据 余 元 公式 ,只 要 知道 工 在 (0,1/2) 上 的 值 , 便 能 算出 械 在 (0,1) 上 的 值 ,从 
而 算出 工 在 (0, + %) 上 的 值 . 
例 4 计算 积分 


| Ctan ordx cha [1 
解 、 利 用 例 1 的 结果 ,得 
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| Ctan 光 29 怕 区 三 | eos xsin’ xdx = 去 T( 二 Jr( 二 2)， 


0 艺 2 
利用 余 元 公式 ,得 


n/2 
| (tan x)*dx = ; I = 口 
9 sin x 2cos 


7.4 节 中 的 定理 7.4.1 曾经 给 出 n1 的 一 个 渐 近 表达 式 
mV 于 ) Cp ei, (12) 


这 就 是 Stirling 公式 .有 了 这 个 公式 ,处 理 与 n! 有 关 的 问题 就 方便 多 了 . 
由 于 TIT(n+1)=n1, 自 然 想 到 , 当 x 一 + %m 时 ,T(x+1) 有 没有 类 似 于 式 (12) 
的 渐 近 表达 式 ” 即 


rx + 1) ~ Varx(e) Cy (13) 


是 否 成 立 ? 下 面 将 证 明 式 (13) 是 正确 的 .事实 上 ,我 们 能 得 到 比 式 (13) 更 精细 的 
结果 . 
定理 18.4.10(Stirling) 对 任意 的 x 六 0, 存 在 0(xz)E(0,1) ,使 得 


T(x+1) = Varx (<) ce 够 . (14) 
证 明 因为 TCxz+1) =xFCxz), 故 式 (14) 等 价 于 
T(x) = 1 V2zx( 兰 ) e 句 ， 
名 所 
两 边 取 对 数 ,得 
In TCOx) = mv 于 + (zx 3 )Inx x + OX. (15) 


12x 
因此 只 要 证 明 式 (15). 
下 面 通过 四 个 引 理 来 证 明 式 (15). 
引 理 18.4.1 对 任意 的 * 盖 0, 有 不 等 式 


0 一 (xz+ 壮 )m(1+ 二 )-1I< 二 (过 - 一 (16) 
证 明 利用 9.5 节 中 例 6 的 展开 式 
nl+x 


WW -2 总 汪 (-1<=<x<=1), 
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1 


(= 2 一 
2 无 十 工 
一 和 2 >， 全 站 
> 让 人 i 
3 人 让 本 (元 二 7) 
oe + 去 )In (1+ x) 1 = 1 (a 7) + # (zi) Po 


由 于 式 (17) 的 右边 取 正 值 ,这 就 证 明了 式 (16) 左 边 的 不 等 式 . 男 外 ,显然 可 见 式 
(17) 的 右边 小 于 


言 [元 i) (1 到 人 站、 外 rs 让 + 

| 1 \? 1 ”时 1 et HY | 

= 1 3 1 
1 


这 就 证 明了 式 (16) 右 边 的 不 等 式 . 
引 理 18.4.2 ”对 任意 的 x 二 0, 有 


,。 [要 1+ 洱 
| i 
证 明 计算 得 
, [个 -4+ 评 = 大 一 上 二 
| t+x qi= 也 |， i 


=0 


在 不 等 式 (16) 中 ,用 k+x 代替 x, 则 得 
1 


se 十 一 
本 二 人 
0 十 光 
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人 人 
ee ed Ee 
= 
引 理 18.4.3 ”对 任意 的 正 整 数 n 和 x 二 0, 有 
,正厅 二 半生 过 
| 


— ln(k+x)—n. 
k=1 


证 明 直接 计算 得 
1 


FH 
SD ((k+Eta) nk +tl+t a -InCk+ x)) -1) 
SD (k++)in Ck +t1+x) 
-总 (t+ 机 +zjnck+a-n 


(k 一 去 +x)In Ck+x) 


1 
a 


-DD (k++tx)ink tx) —n 


-> (k++x)In Ck+x)—n 


二 (n+ 半 +xjmncoa+z-( 寺 +zjinx 


— Dln(k+x)—n. 
k=1 
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引 理 18.4.4 lim (In nl +n- (n+ 专 )inn)=In 二 (18) 
证 明 在 Stirling 公式 
fii =1 
a 2rnn 
e 
的 两 边 取 对 数 , 即 得 (18). 
式 (15) 的 证 明 由 等 式 
n*nl 
。 a 1 Ss 
I Inn!+xlnn ln Ck+x) 
和 引 理 18.4.3, 可 得 
1 
5 nl] 
向 nin! | 2di 
X(CX 十 1)…(X 十 用 ) 0 不光 
=inal+xnn-nx-(at+x+ 喜 jnOa+z+( 广 +zjinxz+n 
攻 1 Xx 1 
= Innl tni+xhn- nx- (ntxt) (mnt (I+ ))i (Srx)lns 


加 ji 十 于- (n+ 去)ma-(a+x+ 去 )m(1+ 王 )+ (x 一 去 )inx. (19) 


由 引 理 18.4.4, 知 式 (19) 的 前 三 项 之 和 的 极限 , 当 n 一 % 时 为 In V 玩 ,而 
lim(n 十 X 千 六 )m (1 十 全 = lim in(1 十 大) 


有 几 一 > 90 2 n>% 
四 x n x XxX+1/2 
= lim ln(1+ 序 ) (1+ 去 ) 
一 大 。 
由 定理 18.4.4, 知 式 (19) 左 边 的 第 一 项 的 极限 当 -> 时 是 lnTCx). 在 式 (19) 的 


两 边 令 n 一 % , 即 得 


ww LE + 总 ] 
In I'(x) | i dt = ln v2x—-x+ (x 写 pL 大 (20) 
若 记 
大 未 二 1 站 2 
0 全 , 


则 由 引 理 18.4.3, 知 0 二 90(x) 过 1, 于 是 式 (20) 可 写成 
。395 。 


In T(x) = lnw2r 一 X 十 人 


这 正 是 要 证 明 的 式 (15). 0 
从 定理 18.4.10, 可 得 : 
推论 18.4.1 对 于 任意 的 实数 a, 有 


这 XT(x) 
x+oeT(X 十 CI) 


证 明 留 作 练习 . 
1 
例 4， 计算 极限 im Vz| (1 x?)*dx. 
解 邻 x?*=t, 则 
ja = 去 | 1-2(1 — iedt 
0 2J0 ， 
-lp/l 
= 3B(3'e+1) 


1 
1 r(3 )rCa 141) 
由 推论 18.4.1, 可 得 


lim Va| (1 — x2)*dx= jim Vara + 1) 


作为 本 节 的 结尾 ,我 们 用 了 函数 来 表示 n 维 球 的 体积 和 面积 . 
在 10.8 节 的 例 2 中, 我们 给 出 了 半径 为 a 的 n 维 球 的 体积 : 


0 RR 二 2 人 ， 
HA(CB,(Ca)) = 

Dn i 6 

Cok 一 9 n = 2k 二 


这 里 的 公式 是 对 ”为 偶数 和 奇数 分 别 给 出 的 , 颇 不 方便 .现在 用 函数 可 以 把 两 
者 统一 起 来 . 
当 n=2k 时 ,有 
k 
LL(B,(a)) 一 一 一 se 
TC(k+1) r( 号 机 1) 
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当 n=2k 一 1 时， 
k-1 12k-1 
HBn(a))= to — 1) Ck 33.1 
2k 
本 nla! 
攻 1 3 1 1 
人 
nk 2 nz 
二 1 a 二 a 
r(k+ 喜 ) 以 二 
这 样 ,不 论 见 是 偶数 还 是 奇数 ,都 有 
pt Cy = 一 至 一 ar. 
r( 生 + 1 
利用 这 里 的 推导 ,还 可 把 10.8 节 中 例 3 的 积分 写成 统一 的 形式 : 
| Jf ax “dxn = Pa | peyar 
B, (a) (3 十 1) 
2r"/2 


二 用 一 1 
nj far. 
2 
下 面 我 们 将 用 这 个 公式 来 计算 n 维 球面 的 面积 . 
设 R" 中 的 曲面 $ 有 如 下 的 参数 表示 : 
光 1 三 XI(CI1，… Un1), 
二 9 Un ) 
2 Wait nt ((U19°% Un1) EDCRI)， 
Xn 二 Xn CU tn) 
或 用 向 量 形式 写成 
矿 二 FrCUI Un-1) ((xy xiI) ED). 
仿照 定义 12.1.1, 定 义 $ 的 面积 为 
o(S) = 加 | | ra X re Xe Xr | diduni, 


D 


这 里 


9x gx 2 
ru, = 人 (i | 1,.* ,nn — 1)， 


(21) 
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ei @€2 wee 3 
9X1 9X2 二 9Xn 
9UM1 QU1 Di 

Tru, XXT,, = ， 
DXI1 9 Xz ,, x 
dUn-i QUn=i nci 


el,…,en 是 nn 个 单位 坐标 向 量 .特别 当 曲 面 有 显 式 表示 
Xn 二 (xz Xn-1) (CCRE Xt) (EE 
时 , 它 的 面积 为 


a = | 可 sa (a + pe (22) 


R" 中 以 原点 为 中 心 、 以 a 为 半径 的 球面 $,-1(a) 的 方程 为 


XI 和 ++ Xs = a?, 


也 可 写成 
x Va 
根据 球 的 对 称 性 和 式 (22) ,5S,-1(a) 的 面积 为 


(3 (#2 2 ， 
aks, ,any = 2 了 司 + Cj + (BE ) dzidxr 


tt 


1 
ss 2a pe me 
Bvtay a 一 六 


这 里 r? 二 X49 十 。。 十 2 1 。 由 公式 (21) ,上 面 的 积分 为 


dxi…dx， 1， 


(n-D/2 ra n-2 
| en = rs dt 

_ 2x D2 ,of 站 -2 
(YA 
,ND 

a r(2) 
i a 

r 9 
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) 〇 第 18 章 含 参 变量 积分 


由 此 得 
n/2 
a SS gs, 
. r 多] 
2 
练习 题 18.4 
1. 证 明 : 
(1) TCs) = a) er ds (s > 0); 
(2) FPCs) = | tesax Ce 0,0 0 
2. 证 明 : 


B(p,q) = 2| ” singcos 10d0 (p>0,g>0). 
3. 利用 下 也 数 ,计算 下 列 积分 : 


! /gy i 
| X= Xdx; (2) [ I+ xd 
+ oo /2 
G) | I ee | Sin5Xcosexdx . 
0 0 
4. 证 明 :ln BC(p,q) 关 于 变量 p 是 (0, + %) 上 的 是 函数 . 
5. 计算 极限 


Ek 
limVa| X3/2(1 一 xs)"dx. 
+ 0 
6. 证 明 推 论 18.4.1. 
7. 设 a 之 0,ac 一 0,a 记 1/2. 证 明 : 


-1 
| dx = Wi r(a 2 ) , 属 
-= (ax 十 2bx + c)” a Tl(a) a 
问题 18.4 
1. 讨论 函数 
= xX 
fp =| Sid (a>0,b>0,p>0) 
的 定义 域 , 并 用 下 函数 表示 f(s,p,9q). 
2. 证 明 : 
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| T(x)dx = ln V2r. 


3. 证 明 : 
和 _1 x 
| sin rxln T(x)dx = [ih 2 十 jh 
4. 证 明 : 
『 至 一 = 
oo V3—-cosx 4vx ‘4 
5. 证 明 : 
8 = niml 
fl\k/Im+k+l (nt+m+1)! 
fx 2 2 曙 1 ri 8 
6. 设 f(x) = (|'e dt ) ,8(X) = | 了 二 zdt. 证 明 . 
PD + gry = 
并 由 此 证 明 : 
十 oo -六 _ Vx 
| e*dx= 2 
7. 利用 公式 
r(x) = lim 还 大 


nm XCX+ 11) x+ nn) 


名 2 
x 
sin x = x|]] 3 | 
n=1 nxn 
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问题 10.2 


1. 用 反 证 法 .如 果 结论 不 成 立 , 那 么 对 了 的 任意 子 闭 矩形 ,其 上 必 有 使 f 取 非 正 值 的 
点 ,因而 对 任意 的 分 割 , 所 产生 的 下 和 必 取 非 正 值 .由 此 知 了 的 下 积分 非 正 ,这 与 | fae 之 0 


矛盾 . 
2; 记 
A = {(x,y) € [0,1:x，,y 都 是 无 理 数 )， 
B = {(x,y) € [0,1 上 :x,y 都 是 有 理 数 )， 
C = {(x,y) € [0,1:x 是 有 理 数 ,y 是 无 理 数 }， 
D = {(x,y) € [0,1:x 是 无 理 数 ,y 是 有 理 数 ). 


LG =A UBUCY SD. 
易 知 B 是 零 测 集 ,C 也 是 零 测 集 .因为 当 xo 为 一 固定 的 有 理 数 时 ， 
Co = {(Cxoyy):y 为 无 理 数 } 
是 线段 {(xo,y) :0 委 》 委 1) 的 一 个 子 集 , 而 后 者 是 零 面 积 集 , 故 Co 也 是 一 零 面积 集 . 而 
C =U {Co:xo 是 有 理 数 } 
是 可 数 个 零 面 积 集 的 并 ,因而 是 一 零 测 集 . 当然 也 是 一 零 测 集 . 因 此 ,BUCUD 是 一 零 测 
集 . 下 面 我 们 证 明 f 在 A 中 的 每 点 处 都 连续 ,从 而 它 的 不 连续 点 都 在 BUCUD 中 ,而 后 者 
是 一 零 测 集 , 所 以 由 Lebesgue 定理 ,f 在 [0,1]? 上 可 积 . 现 设 xo, y 都 是 无 理 数 ,我们 证 明 f 
在 (xo，,yo) 处 连续 .对 任意 的 e 二 0, 取 正 整数 mo ,使 得 1/mo 二 e/2. 因 xo 是 无 理 数 ,在 xo 的 
任何 邻 域 中 ,分 母 不 超过 mo 的 有 理 数 只 能 有 有 限 个 : 
112123. 1 mo-l 
2 3 3 二 世 二 ”人 
再 取 正 整数 gu, 使 得 1/ qo 二 e/2. 同 理 , 在 yo 的 任何 邻 域 中 分 母 不 超过 qo 的 有 理 数 也 只 有 
有 限 个 . 取 定 xo 的 邻 域 六 , yo 的 邻 域 1, 则 TXJ 为 (xo，, yo) 的 一 个 邻 域 , 在 这 个 邻 域 中 去 掉 
上 述 有 限 个 点 (n/m,p/q)(m 三 mo, 49 三 qo), 得 一 新 的 邻 域 XJ 了 ,此 邻 域 中 的 有 理 点 
(n/m,p/9) 必 满足 过 mo,qg 二 go, 因 而 
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n Pp 1 1 1 1 
， = 二 未 从 
1 作 | m 人 Zp 


对 任何 非 有 理 点 (x,y), 必 有 f(x,y)=0, 所 以 此 邻 域 中 所 有 点 (x,y) 都 满足 |f(x,y)| 二 e. 
因此 


lim f(x,y) = 0 = f(xo, yo0). 
这 就 证 明了 了 在 A 中 的 每 一 点 都 连续 . 
问题 10.3 
1. 按 定义 ,有 
二、 w= 也 
f(x,£) 三 9 m 9 
4 0， x 为 无 理 数 . 
容易 证 明 , 这 个 函数 在 [0,1] 的 任何 子 区 间 [c ,8] 上 的 振幅 大 于 1/9, 因 而 在 [0,1] 上 不 可 积 . 
fn/m,y) 的 不 可 积 性 的 证 明 是 一 样 的 . 


2. g 在 [0,1]* 上 不 可 积 是 明显 的 ,因为 它 在 [0,1] 中 的 任何 一 小 部 分 上 总 有 取 1 和 0 
的 点 .但 对 固定 的 y, 若 y 为 无 理 数 , 则 g(x,y) = 0; 若 》 为 有 理 数 , 设 》= p/m, 则 只 有 当 x 
= 二, 二 ,…, 亚 二 这 有 限 个 值 时 ,g(x,y) =1, 其 余 都 为 0. 因而 
| gx yax =0 
对 任意 的 yE [0,1] 成 立 ,于 是 
jiayf gr, yax =0. 


1 1 
同 理 ,有 | dx| gcx,y)dy =0; 


问题 10.6 
1. 直接 计算 得 


1 1 1 dx 训 1 1 
J (xy)*dxdy = ax| Cray = | | rd = |: Kidx, 


Co,I]2 


这 里 /(x) = i'di. 再 用 分 部 积分 即 得 . 


2. 作 变 换 
x= but+av bv- au 
Var rt pr Va br 
就 可 得 到 所 要 的 结果 . 
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3. (1) 作 变 换 x= tu ,y= tv, 则 
F(t) = I £2fCt2uv) dudv, 


[0,12 


所 以 
FC1) = 2 | fit2uv)dudw + £2 JT 2uvf (C12uv) dudv. 
[0,1]2 [0,1]2 
再 用 =x/1,v= y/t 变 回 去 ,就 得 所 要 的 结果 . 
(2) 计算 得 
和 上 四 证 tx _ ya 
F(t) = | az| Foyay = 上 Ldx| f(s)ds = | x8 dx, 

这 里 gCu) = | f(s)as. 于 是 


iy 
rae (tx)xdx 


/ i 
F(t)= 18t )+| 


2 1 £2 下 
= 工 | f(s)ds+ | tx)dx 


到 人 
3 , f(s)ds. 
4. 作 变 换 x = e”*? ,y=e""9, 则 
9(x,y) i reos 0 rsin 0 
Wr 


原 积分 变 为 


1 


这 里 A 是 变换 以 后 的 积分 区 域 .注意 x+y=1 和 x+y 
= 工分 别 被 变 为 


Ercos0 类 ersing 二 于 (1) 

Ge2recos0 汪 Ge2rsin0 一 业 (2) 
现在 来 分 析 由 上 述 两 条 曲线 所 围 成 的 C(r,9) 平 面 上 的 区 
域 是 什么 形状 .从 式 (1) 可 以 看 出 ,9 的 变化 范围 必须 使 
cos 9 和 sin 9 都 取 负 值 ,因为 只 要 有 一 个 取 正 值 , 式 (1) 的 
左边 必 大 于 1, 式 (1) 不 能 成 立 . 故 0 只 能 在 Lx,3x/2j 中 取 
值 . 现 设 式 (1) 确 定 的 函数 为 x=r(0), 则 式 (2) 确 定 的 函 
数 便 为 r=r(0)/2. 经 过 细致 的 分 析 , 可 得 r=r(0) 和 r 
二 7(9)/2 如 图 1 所 示 . A 就 是 夹 在 这 两 条 曲线 之 间 的 区 


域 .所 以 
1 
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问题 10.7 


1. 和 问题 10.6 中 第 3 题 (1) 的 证 明 方 法 相同 . 
2. 和 问题 10.6 中 第 3 题 (2) 的 证 明 方法 相同 ,但 稍 复杂 些 . 


问题 10.8 


1. 用 数学 归纳 法 . 当 n=2 时 ,这 就 是 练习 题 10.5 中 的 第 4 题 . 现 设 当 n= 时 等 式 成 
立 , 于 是 


Tri = | dol” dx2… -| “fxzua)dxun 
王 | (| ae] 闪 xsd ) dx 


= | (rel fe = Ddt )dx 


mi) fea] ox 1)* ldxi 二 


= 十 | Fopke - rar. 


2. 用 数学 归纳 法 . 当 n=2 时 ,已 知 等 式 成 立 ( 见 练习 题 10.5 中 的 第 3 题 ). 现 设 当 n= 
k 时 等 式 成 立 , 即 


i ae pp = 十 (|Fpdr) . 
当 n=k+1 时 ,有 
k 
Trini = an)" dx2"* "| dxx- 中 fx1)0°%f Oxi) fxrri) dx 


0 


十 | 性 fDit) fx ddx. 


| 
| (| ae | f(x2)-: “fxin) dx )f Cx) dx 
| 


记 FCW) = | fear, 则 FRY 三 Aj); 于 是 


Li = 十 | F* Cx for) de 


1 
k! 对 
1 k+l 
一 Ri (a) = ET (7 (1d1) 
3. 用 数学 归纳 法 . 当 n=2 时 ,要 证 明 的 等 式 是 


| ax fr,xa) dx = | ae| f (x1, Xx2)dxi. (1) 
& a a x 
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这 只 要 考虑 下 面 的 二 重 积分 (图 2) : 
J f(x1,x2)dxidx;,. 
AABC 


先 对 xs 积分 ,后 对 xi 积分 , 即 得 式 (1) 的 左边 ; 先 对 xi 
积分 ,后 对 xs 积分 即 得 式 (1) 的 右边 .因而 两 者 相等 . 现 
设 对 n 一 1 个 变量 的 函数 等 式 成 立 .把 f(xi,x2，*…,X，) 
看 成 n 一 1 个 变量 x,。,… ,x 的 函数 ,那么 有 等 式 


|. dxs|” dx fo Xn)dx, 


Xl 


一 | dx,|" dx fx1 Xn) dX. 
a Xn X3 
两 边关 于 xi 在 [La ,bj 上 积分 ,得 
到 | 72 Xn-1 
| dx| dxs| dxae| fxisess Xn dX, 
b Xx] x1 X1 
三 | dx| dx,| dx | re (2) 
a a Xn X3 
记 
的 dx fry Kn) dx = g(xX1,Xn). 
Xn 33 
利用 式 (1) 和 式 (2) 的 右边 ,有 
b x b b 
| dz ‘gxi1sxXn) dx = | dx,| g(xX1s Xn dx1. 
式 (2) 就 变 为 
x x > 
| dx| ‘qxs| dx 2FCxi so, xX) dX, 
b b Xx1 zx Xl 
= | dx,| dx dx dxn (X19 ,Xn)dXx2. (3 
[Lax], aa : 
记 
a 1 
| | f x1, Xn)dxz 一 [a de J 
Xn—l xs 
再 用 等 式 (1) ,可 得 
b x b b 
| dx| h CX Ta dra | | [1 ob oo 
Xn Xn Xn Xn—l 
这 样式 (3) 就 变 成 
b x E22 We 
| dx| ‘axs| “qx fx sn, xX) dx 
b b b Xl xX] 
= | dxn| dx， dx dx -| (X1°", Xn)dx,. 
| | 由 2 了 4 2 
继续 这 个 过 程 即 可 得 到 要 证 的 等 式 . 
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1 
4. 因为 A 是 正定 方 阵 , 故 存在 正 交 方 阵 尸 , 使 得 4=P P, 这 里 人 二 0， 
An 
…, ,0 是 4 的 于 个 特征 根 . 于 是 
人 1 人 1 
XTAX = XITPT Px = yT sk 本 A1y? ww 六 ps 
> Ni 
式 中 y= Px ,这 是 一 个 变量 代 换 ,变换 的 Jacobi 行列 式 
ay yr) | a =| detP [ 隆 = 1]. 
(XI 2 地 天 1 
a | 
a(yi…yn) SS 
于 是 
| | -< Adxi.. ‘dx, 二 = | -Qt 二 wa dy “dy, 
= (ertay) (emay,). 
利用 | e ”dx = Va, 即 可 算得 
ye : 老 
| pa 
从 而 得 
n/2 n/2 
x*Axd d Tn 二 完 
| Vi tn 
问题 11.3 
1. 由 上 半圆 周 厂 和 直径 1 围 成 的 半圆 形 区 域 记 为 G( 图 3). 由 假定 
| Pax +Qdy=0 
六 和 Green 公式 ,得 
| Pdx + Qdy= J -3 jaxay 
a 5) 1 浊 
sl 
(xo,y0) 1 x* Oy lob 2 


这 里 (a,b) 是 G 中 的 某 一 点 .另外 ， 
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| Pax + Qdy = | Px, yax = | pexsy dx = PE yo) (2) 
XO—r 
这 里 p rxo 二 比较 式 (1) 和 式 (2) , 即 得 
( 改 rr = 2P(E, yo). (3) 
(a,b) 


在 上 式 中 令 r>0, 即 得 PCxo,yo)=0. 由 于 (xo;,yo) 是 R? 中 的 任意 点 ,所 以 P=0 在 R* 中 成 
立 .再 由 式 (3), 得 3 | =0, 令 /0 即 得 98| =0. 
9X | u,b) 9X Cx 1 yo) 
2. 利用 第 一 型 曲线 积分 和 第 二 型 曲线 积分 的 关系 以 及 Green 公式 ,容易 证 明 : 
攻 OU 9v 十 9 9v 
| v 了 ds = | Lo De By Dy 二 vAu )dxdy， 
U9v 4+ 9U 9v 
上 u Fds = (3 3 3y + LAv)dxdy. 
把 以 上 两 式 相 减 即 得 要 证 的 等 式 . 
入 。 记 Po 二 (Cxoy yo). 取 E 充分 小 ,使 得 B.(P。o)CG. 容 易 直 接 验 证 ln r 是 G\B.(Po) 中 
的 调和 函数 . 令 v= lnr, 利 用 第 2 题 的 公式 ,得 
aln 7 au 时 alnr _ ou 
| (a an -rd = | ,le 9an i jd 


上 式 右 边 的 极限 当 e->0 时 为 2xu (xo， y0). 
4. 利用 第 3 题 的 结果 即 得 . 


问题 12.2 


1. 取 新 的 坐标 系 uvw (图 4) ,使 得 平面 x:ax+ by+cz=0 为 w=0. 再 在 x 中 取 相 互 弄 
直 的 两 个 单位 向 量 u,v, 使 uvw 构成 新 的 右手 正 交 系 . 
我 们 看 球面 上 任意 点 (x,y,z) 在 w 轴 上 的 投影 是 什么 . 


轴 上 的 单位 向 量 是 二手 志 (9 b,c), 所 以 


(x,，y,zZ) 在 w 轴 的 投影 
(a,b,c) . ax+ by+ cz 
wtbte Yatbite 
由 于 w+ w+ w= 十 Zz 三 1 所 以 w?+ V2?=1 一 
w” ,这 就 得 到 球面 的 另 一 种 参数 表示 : 
u = M1— wzcos p， 
v= VM- wzgsing，(0 妥 9 过 2x, -1 过 ww 过 1). 
WwW= w 


在 这 个 表示 下 ， 


w= (x,y,Z)。 
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1 


所 以 
do = VEG— Fdwd? = dmwdp. 


1 2r 
| flax+ by+ cz)do= | | fl(va’+b’*+c wdwdy 
S -1J0 


= 2x| 大 Waz +b’ +c w)dw. 
2. 与 第 1 题 一 样 , 取 新 的 坐标 系 ww, 使 得 平面 x:x+ y+z=0 为 w=0. 在 平面 x 中 取 
u 轴 和 wv 轴 , 使 它们 和 w 轴 构 成 新 的 坐标 系 wow. (xy'z) 在 w 轴 上 的 投影 为 w= 
(x 十 y+z)/V3, 故 平面 x+y+z=t 在 新 的 坐标 系 中 为 w= !M3, 从 而 了 (CD 变 为 w = 1/ V3 
被 球面 v2 + 尺 +w = 1 截 下 的 部 分 , 它 在 w = 0 上 的 投影 为 2 + 人 =1--w = 1-t/3. 
从 而 所 讨论 的 积分 为 


, V1/3 f2x 12 
| -r+w))do= | | es )rdrdb 
= Eta 22 
| = 1853 Ds 
3. 先 用 球 坐 标 ,再 用 第 1 题 的 Poisson 公式 . 
问题 12.5 


1. 根据 外 积 运算 的 规则 和 行列 式 的 定义 即 得 . 
2. 根据 df 的 定义 并 应 用 上 一 题 的 结论 . 


问题 13.2 


1. 用 类 似 于 问题 11.3 中 第 3 题 的 方法 即 可 证 明 . 
2. 利用 上 一 题 的 等 式 . 
3. 用 反 证 法 并 利用 第 2 题 的 结果 . 


问题 14. 1 
“1. 利用 恒等式 


. 二 = es 1 ) 
(pnt+q)(pn+q+pr) pr\ipnt+q pn+qt+pr 
及 例 1 中 的 方法 即 得 . 
注意 ,练习 题 14.1 的 第 2 题 中 的 (2) 一 (4) 及 第 3 题 中 的 (4) 均 为 此 题 的 特例 .事实 上 ， 
分 别 在 本 题 中 取 p=2,g= -1,r=1;p=3,q4= -2,r=1;p=1,g=0,r=3;p=1,g=0， 
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问题 的 解答 或 提示 


r= 三 m 就 得 到 上 述 四 小 题 的 结果 . 
2. 把 级 数 的 部 分 和 写成 


N 


2 n=1 m? 3 n? 
nm 
了 一 1 
nm Tn n=m+l 1 Nn 
了 1 1 1] 包 1 j 
= | 0 人 
然后 把 上 面 四 个 和 式 分 别 写成 
w= ml ml 2m-1 
1 cs 了 1 sy 1 
和 人 ce 
N N-—m N N+m 
1 和 证 < 工 
D3 包 六 py 
用 完全 相同 的 方法 ,读者 可 以 证 明 
3 旦 但 六 
f= 1)"-1 Am2’ m 是 偶数 ， 
4 一 冯 1 


Nm 


2， m 是 奇数 . 
3. 利用 不 等 式 
mn (+ 元 )< 寺 <m 人 (+ 二) (下 = 洛 ,3 ea， 


4. 可 按 下 列 步 又 来 证 : 
(a) 证 明 {a,} 严 格 递减 ; 
1 


1 Fe 一 这 科 
日 网 
证 明 5 二 U2 


的 丽人 dd 2 ta + Qn+1)} 


k=n 
1 - 寺 )=+o. 
Qn+l Qnr 


(d) lim( 


本 题 的 困难 之 处 是 不 易 想 到 不 等 式 (c) , 正 是 这 个 不 等 式 充分 利用 了 数列 {a 一 a441) 严 
格 递减 的 条 件 . 
5. 先 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 到 


业 要 n? 
sag 2 六 eh eh 站 
(1 十 2 十 + na 十 Ca Be ed 
由 此 得 
2n+1 2n+1 i 
ER 
ET -ay 
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不 等 式 的 两 边 对 寻求 和 ,再 把 不 等 式 右边 的 式 子 交 换 求 和 次 序 即 得 . 


这 里 需 用 到 下 面 的 等 式 : 
De p22 0 0) 
要 证 明 这 个 等 式 ,只 需 考虑 le st 1 
Xul 
i 


式 (1) 的 左边 是 先 把 每 行 的 数 加 起 来 ,再 把 每 行 所 得 的 和 加 起 来 ; 式 (1) 的 右边 则 是 先 把 每 列 
的 数 加 起 来 ,再 把 每 列 所 得 的 和 加 起 来 .因而 两 者 相等 . 


问题 14.2 


1. 利用 等 式 


1+ 去 +…+ 二 =Inn+y+0( 寺 ) 


3 


2. 2 了 7 当 {aw) 有 界 时 发 散 , 当 


况 下 结论 不 定 .例如 , 令 
人 后 n= 2Ck = O01, we)s 
0， 其 他 ， 


出 2 于 二 中 吕 广 大 帮 


i = Sk = ,20.0), 
dn 2 
0， 其 他 ， 


则 之 ， 可。 = 


级 数 > 了 当 {na,) 有 界 时 发 散 , 当 na 一 + = 时 ,并 也 发 散 . 在 其 他 
情况 下 级 数 可 能 收敛 ,例如 , 令 
Ls n = Ck 三 01)， 
i 其 他 ， 
n 
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问题 的 解答 或 提示 


则 >) Gn < 一 + oo . 


1 工 十 Pa ， 


3. 当 之 1 时 ,利用 不 等 式 


Qn 
4 


当 a<<1 时 ,利用 不 等 式 


4. 利用 {a,}) 的 递减 性 ,可 得 
211=1 


> ax SZ 2"a2n， 


k=27 


2n 
Bia = Do Ta) SD Wy 


k=2" -1+1 


从 这 两 个 不 等 式 即 知 > a, 和》)2"aor 同 伍 散 .分 别 取 a。= -十 ; 和 a，= -二 即 可 证 明 


nlnn 
(1) 和 (2). 


注意 ,这 个 命题 还 可 推广 到 更 一 般 的 情况 : 设 {a,) 是 递减 的 正 数列 , {k,) 是 严格 递增 的 
正 整数 列 .如果 存在 常数 M, 使 得 
大 1 人 k, 
那么 级 数 > oa, 与 > (ki -ks)ar, 同 合 散 
取 k,=2", 就 得 到 上 面 的 结果 .证 明 的 方法 与 上 面 的 一 样 
5. 按 规定 , 划 去 分 母 中 含有 数字 9 的 那些 项 后 ,新 级 数 各 项 的 分 母 仅 由 0,1,…,8 这 九 
个 数字 组 成 .所 以 在 0 到 10" - 1 = 9…9 中 ,这 种 数 共有 9”" 个 . 因此, 落 在 区 间 (10"! 一 1， 


<M (n= 2,3,.…)， 


m 个 
10" 一 1) 内 不 含 数字 9 的 正 整 数 共 有 9”- 9” 个 .于 是 新 级 数 可 以 写成 


Ee 


1 
2 8 .110 逆 1“ 令 
9-1 个 -9 个 
问题 14.3 
1. 从 条 件 a, 一 a,11 宇 Bra:*“, 得 
0<am <a,ll- hats). (1) 


由 此 得 (a) 递减 . 设 lim a, =c, 从 式 (1) 可 得 c=0, 且 a<<1. 青 分 a=1 和 a<<1 两 种 情形 证 
明 所 要 的 结论 . 
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2. 因为 9 二 r 过 1, 故 可 取 之 0 充分 小 ,使 得 g+e 过 +r<<1. 记 q1= (4+e)/r, 则 0<=aqi 
二 1. 我 们 只 要 就 lim supVa, = gq 过 1 的 情形 来 证 .由 此 可 得 , 当 n 充分 大 时 ,有 


0 过 训 过 研 
3. 设 ya = S, 记 So = 0,S, = Dyan. 令 B, 一 SS 一 Sb， = vB, 去 /Bi ,那么 
5 b, 就 是 所 需要 的 级 数 . 
问题 14.4 
1. 由 题 设 的 条 件 , 易 知 当 n 充分 大 时 ,{a,)} 递 碱 .又 因 as 之 0, 故 lim as =a. 从 而 证 明 
a =0. 令 bu = na,, 容 易 证 明 {b,} 和 {a,} 满 足 同 样 的 条 件 : 
各 (1)- 
因而 lim b, =0. 再 令 Gi nb, , 同 理 可 证 lim 在 三 0， 即 lim n2a, =0. 继续 同样 的 推理 , 即 知 


对 任意 的 正 整数 上 ,有 1lim n**?a,=0， 因而 > nia， <+ oo 


2. 当 b-1>a 时 ,级 数 收敛 .可 直接 用 Feabe 判别 法 来 证 明 , 现 求 其 和 . 记 


_a(l(a+l1):…(a+n—1) Ee 
a 1+ >a. = 5. 


当 nn 充分 大 时 ,有 a/ani1 记 1+1/n 之 1, 故 {a,) 是 严格 递减 数列 .由 14.4 节 中 的 例 1， 
知 lim na, =0. 再 从 


9 


n (2 -1)= n(b— a) 


a+n 
可 得 
al(an — Qnt1) + nan— anti) = (bo a)anri. (1) 
从 式 (1) 和 lim na,=0， 即 可 算得 $= 
b—-l<a 时 ,级 数 发 散 . 


3 ea an =a,b, 三 Qnri/ax 一 ls 于 是 Dab, 


= a— .由 此 可 知 > b， A 0 
必要 性 . 设 2 b, 一 + .车 {aw) 无 界 , 则 lim a，=+ .由 此 并 通过 Cauchy 收敛 原理 
导出 了 b, 发 散 的 矛盾 . 


» Al2 % 


OOGGDGGOGOCGCO 问题 的 解答 或 提示 


4. 因为 -1 的 指数 是 LVz], 所 以 它 不 是 交错 级 数 .但 若 把 具有 相同 符号 的 项 合并 后 所 
得 的 级 数 收敛 ,那么 根据 定理 14.1.5, 原 级 数 也 收敛 .为 此 ,把 原 级 数 写 为 


3 (— DM _ ww 〈(k+1)2-1 (— DE 
1 三 1 n 


3 p n 
k=0 j=k2 


当 之 n 过 (K+1)? 时 ,Kk 过 Vn 二 k+1, 因 此 [Yn]j]=k. 从 而 有 


Ca TY 一 六 1 1 i 1 
> = hE 


记 
1 
Pt 
i ee 

6. 大 硬 三 六 eas 等, 则 > o, 符 符合 题 中 的 要 求 . 
6. 选取 适当 的 正 整 数 N ,使 得 


你 和 三 


axrb, | : 
可 证 当 n 充分 大 时 ,上 式 右边 中 的 两 项 都 可 小 于 事先 指定 的 6. 
7. 因为 /5b, } 递减 趋 于 0, 且 Dc, b, ) 地 = >a, 收敛 ,由 上 题 即 得 本 题 的 结论 . 
. 记 c,=a1+2azs+ WM JU 区 后 证 


内 n 
2 bs = 27ar = 
k=1 k=1 


问题 14.5 
1. (1) 利用 极限 


， 一 mL 2 下 
lim” = 


可 以 证 明 所 给 级 数 当 p 二 1 时 绝对 收敛 ; 当 1/2<=p 志 1 时 条 件 收敛 ; 当 0 生 pP 委 172 时 发 散 . 
(2) 当 p 二 2 时 绝对 收敛 , 当 0<p<2 时 条 件 收敛 . 
(3) 当 p,q 都 大 于 1 时 ,级 数 绝对 收敛 ; 当 0<p= gq<1 时 ,级 数 条 件 收敛 ;其 他 情形 下 
级 数 发 散 . 


2. 用 反 证 法 .如 果 2 | a | = + = ,我 们 要 构造 一 个 趋 于 0 的 数列 {x,) ,使 得 >) an， 


发 散 .从 》) | a | = + wm 得 知 ,对 任意 的 正 整数 由 ,有 | as | = + mm. 现 令 后 = 1, 则 必 有 


外 ,使 得 2， | av |1, 存 在 ks, 使 得 2 | a |> 2…… 无 限 次 继续 这 个 过 程 , 可 得 数列 
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{kj} ,使 得 
人 +1 


让 <k<k < 一 …， 且 > ao 人 > 六 Ci=1,2…). 
n=k;+1 
现 作 数列 {x,}) 如 下 : 


j 
X=0 Kn<kn), x = 了 sgn as (jf = 1,2，…)， 


可 以 证 明 这 是 一 个 趋 于 0 的 数列 ,但 > asx， = + %. 

如 果 把 条 件 中 的 “任意 一 个 趋 于 0 的 数列 ” 改 为 “任意 一 个 递减 趋 于 0 的 数列 ”, 结 论 则 
不 再 成 立 .例如 也 (1D", 它 对 任意 一 个 递 碱 趋 于 0 的 数列 {x,) ,> (1D"ix, 收敛, 但 
它 本 身 是 发 散 的 

这 个 题目 还 有 一 个 简单 的 证 明 :如 果 2 | as |=+ %, 记 S,= 了 | a |, 那么 


k=1 


Sn 一 + %. 现 取 x = 总 sen qn, 则 ， 一 0. 于 是 由 问题 14.2 的 第 3 题 中 (2) 的 结果 ,得 
Siam, = SS = 十 oo . 


这 与 假设 矛盾 .因而 > | ev |<+ ~. 
3. 对 任 给 的 正 整 数 N,i 记 n= LN/(p+ gq)]. 按照 改变 符号 的 规律 ， 有 


〈(p+9) m 
mR Dm 好 


当 p 之 gq 时 ,括号 中 第 一 个 和 的 项 数 比 第 二 个 和 多 ,而 且 每 一 项 都 比 后 者 大 ,因而 括号 中 的 
数 大 于 


1 a 1 一 下 
(n-Dp+(n-l)qg+p np+(n-1)g” n(p+9g)’ 
即 
所 对 
和 ey SW 
当 pq 时 ,把 式 (1) 的 右边 改写 成 
m(p+gq) 1 1 
和 > an= 2 大 nD pr+(n-1)gq+k 
-% lL 
1 


和 be 
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) 问题 的 解答 或 提示 


1 起 /7 辟 这 加 1 
ET 了 2 
括号 中 第 一 项 的 项 数 比 第 二 项 多 , 且 每 一 项 比 后 者 大 ,因而 括号 中 的 数 大 于 

1 区 1 
np+(n-l)g+gqg PPD+d) 
于 是 


m(p+q) 1 和 mo— 再 
3 rr 


了 
n=1 k=1 n 


当 p= 4 时 ,着 把 级 数 写 为 > ab 则 
{an} Ean 《二 sa 15sss5 人 1，……}， 
其 中 +1 和 一 1 都 有 pp 个 ,b,=1/n. 故 由 Dirichlet 判别 法 知 其 收敛 . 


4. 见 定理 14.6.2 的 证 明 . 
问题 14.6 


1 记 a = D1 ={= D "省 ,乘积 的 通 项 


n” 


n 要 n 1 
要 入 Wd n-l 
i 二 2 rbrnt a. C1) SET 


容易 证 明 , 当 a+ B<1 时 ,| cs|>1, 故 > c。 发 散 . 


要 证 当 w+ B>1 时 ，>)cvu 收敛 ,分 下 面 两 步 做 . 
n=1 
(a) 先 证 明 lim cv =0. 把 cc。 写成 
[n/2] n 
二 ee se es 
Sn = '( 和 之 KCn — kt 1)7 和 Ee 
因为 当 1 过 k 志 [n/2] 时 ,n 一 k+1 之 [Ln/2j, 所 以 
1 x 1 1 wl 
Ey 谍 : 
从 >0,8>0,a+ Ap>1, 即 可 得 lim cn 三 0. 


(b) 记 级 数 > c, 的 部 分 和 数列 为 {S,}. 如 果 级 数 


二 (C5 Ga) (6 十 Ce “3 C1》 
收敛 ,这 意味 着 数列 {52,41) 收 敛 , 则 由 于 
Sontr1 = an 十 Cantl， 


而 cnr1 玉 0, 所 以 《52n) 与 {S211} 有 相同 的 极限 ,因而 (5,) 收 敛 . 从 而 问题 就 归结 为 式 (1) 
收敛 . 
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2: 记 
人 
by = ls b= (3) (2 + Za) eR 
可 以 证 明 
Gn 三 2 obs = (3) 


因而 > c, 绝对 收 伍 . 
问题 14.7 


1. 利用 公式 cos 兰 = 十 (1 + cos x) ,可 得 
2 一 2 


一 ZT = = R00 TT 
V2 = 2cos 2+V2 2(1o08 如 ) 2 cos 元 


因而 V2 +V2 = 2cos 方 .一 般 可 证 


VO 2 = 2cos oo 
重 


eT 
再 利用 14.7 节 中 的 例 2 的 结果 . 
2. 用 已 , 记 它 的 部 分 乘积 ,证 明 
CQ， 十 工 1 


ee nl 9 Po Pi TT 


3. 2 a， Da 发 表 都 容易 证 明 .要 证 明 ] (1 + a,) 收敛, 先 证 明 
Pw: = 3 Iara, 十 一 ITa+ aw 1)(1 + aox) 
收敛 ,再 证 明 { Pon41) 和 {Pzn} 有 相同 的 极限 . 
4. 记 Pn = 1+) ,证明 3 Pn =- %. 记 a, = ie 


(了 I 二 工 (1 + 二】 二， 证 胃 本 是 的 最 简 间 的 方法 是 用 stining 公式 ， 


k= 


由 此 即 得 
Ww 1 1 
ls 
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ee 证 明 Cn+l 二 


问题 的 解答 或 提示 


而 且 还 能 知道 这 个 数列 趋 于 0 的 阶 .这 里 之 所 以 要 设置 这 样 一 道 题 ,是 希望 让 读者 知道 ,发 
散 于 0 的 无 穷 乘积 有 时 可 用 来 证 明 一 些 极限 等 式 . 
5. 固定 x 关 xo, 把 原 级 数 写 成 
和 2 i (X2 — 1)(x? 一 227 os(X2 — Ne) 
an 30 = hg = OI Cx 207) ny) 


如 果 能 证 明 数 列 


(1) 


(X2 一 1)(X2 一 22)…(X2 一 12) 

xs 一 1)(Cxi 一 22)(X 一 72) 

单调 有 界 , 那 么 由 Abel 判别 法 , 即 知 式 (1) 收 敛 . {a,}) 的 单调 性 易 证 ,要 证 {a,} 有 和 界 , 只 需 让 
它 收敛 ,此 时 就 可 用 无 穷 乘积 来 处 理 . 


Un 一 


6. 由 题 设 , 知 
| _n+l n 
Oh) = (1+ Ot) ). 
记 c,=7H IOCb， ), 则 
Carl -于 1 
Cn a 
由 此 得 
Cn+l al 
1 


n+l arey 


只 要 能 证 明 la + cx) 收敛 ,问题 便 得 到 了 证 明 . 这 又 是 一 个 用 无 穷 乘积 理论 来 解决 无 穷 
级 数 问题 的 例子 . 
7. 由 


an _ 1 1 
(1L+a)…(LI+as) (1+a)…G1+a (+a)(1+a,)’ 


即 得 级 数 的 部 分 和 


1 
(1 二 CC1+Cn) 


S, TL Fe 
余下 的 只 需 证 明 la + an) =+ %. 
问题 15. 1 


GD) 记 S,(x)= 2yur(x), 则 有 0S,《x) 志 Sii(x) 志 SC(x), 所 以 SCx) 在 [a,b] 上 有 
k=1 
下 确 界 a. 于 是 对 每 个 正 整数 n, 存 在 x,ELa,bj, 使 得 a<<SC(x,)<a+1/n, 即 lim SC(x,)= 
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a .因为 XE[La,bj], 故 有 子 列 (xx, } ,使 得 lim Xk = xoELa,bj]. 我 们 要 证 明 SCxo) = w. 对 
任意 的 正 整 数 m ,有 


Sa) < SO,) ati, 


令 mo, 由 于 SCx) 在 xo 处 连续 ,所 以 5S, (xo) 三 a; 再 令 m 一 %, 即 得 SCxo) 研 a. 但 
SCxo) 过 ca, 所 以 SCxo) = wa， 

2. 不 一 定 能 取 到 最 大 值 . 

3. 不 再 成 立 . 


问题 15.2 


1. 容易 用 D'Alembert 判别 法 证 明 级 数 在 (0, + %) 上 处 处 收敛 . 设 其 和 为 SC(x), 用 
S,(x) 记 它 的 部 分 和 ,那么 


SX) — SLX) = 1 


由 此 即 知 级 数 在 L0,63] 上 非 一 致 收敛 ,在 [6,+ %] 上 一 致 收敛 . 

2. 设 {f,),{g} 分 别 在 区 间 T 上 一 致 收 合 于 f 和 8g. 先 证 明了 和 8g 都 是 上 的 有 界 函 数 ， 
再 证 明 {f,} 和 {g8,} 都 在 1 上 一 致 有 界 . 

3. 如 在 上 题 中 去 掉 {f,} 或 {8g，) 有 界 的 条 件 ,结论 便 不 再 成 立 . 可 举 下 面 的 例子 :在 区 间 
[0,1] 上 ,考虑 


主 ， x = 0 或 无 理 数 ， 


fx) = x(1+i), g(x) = 
nT Xx A i OE 
n q 
这 时 ,fi 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 f(x)=x,g,《x) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 
0， x = 0 或 无 理 数 ， 
a -| x = fq>0, 
而 {fg,) 在 L0,1] 上 不 再 一 致 收敛 到 fg. 
4. 对 给 定 的 s 盖 0, 把 La ,bj 等 分 成 若干 个 小 区 间 , 使 每 个 小 区 间 的 长 度 小 于 .利用 级 
数 在 每 个 分 点 上 的 收敛 性 以 及 中 值 定理 , 即 可 证 明 级 数 在 La ,bj 上 一 致 收敛. 
5. 利用 f 在 x=0 附近 的 Taylor 展开 式 ( 展 到 二 阶 导数 ) 及 f(0) =0,0 二 了 (0) 过 1 的 条 
件 , 即 可 证 得 在 x =0 的 充分 小 的 邻 域 内 有 不 等 式 |f(x) | 三 qx|, 其 中 gq 过 1. 反 复 利 用 这 一 


不 等 式 , 即 可 证 得 f(x) 在 x = 0 的 邻 域内 一 致 收 全 


6. 容易 证 明 所 给 级 数 在 [0,1/2] 上 一 致 收敛 .证 明 它 在 [1/2,1j 上 一 致 收敛 时 ,把 级 数 
写成 
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) 问题 的 解答 或 提示 


天 


% 
1 iOs nx = 


y， A COB 
1— X2 


n=1 


2 5 | (1 XN gh 
eX x 


若 能 证 明 级 数 by 二 交 二 cos nx 在 [1/2,1] 上 一 致 收 化 , 则 由 Abel 判 别 法 , 即 知 原 级 数 在 
[1/2,1] 上 一 Sg 
7. 设 级 数 
SY in (1) 


在 ( ,+ ) 上 一 致 收敛 ,那么 对 任何 s 盖 0, 存 在 N, 当 m>n>N 时 ， 

| Wann kx | SE 
对 任意 的 x 成立. 现 取 m 二 2N,n=[m/2+1], 则 n 寺 m/2+1 二 n+1, 即 n 记 m/2 记 NN. 再 
取 x=x/(2m), 于 是 有 


(2) 

YIx Le I 
当 n 达 km 时 ， 二 去 ee < 大 了 7 和 2 ,所 以 

nn 

sink 27 之 Sin ri 
于 是 从 式 (2) ,可 得 

e 过 Darsin k es > > 宇 (m-n+la, V2 > V2 ma,,. 
2m 2 2 4 
这 就 证 明了 lim na, =0. 
再 证 充分 性 . 设 lim na, =0. 令 
An = Sup{ mam), 

则 {g;}) 递 减 趋 于 0. 对 m 宇 n, 记 

Si.mCX) = > yaksin Kx ， 

k=n 

我 们 证 明 对 任意 的 实数 x, 均 有 

| SanaCx) | (r+ 3 4,. (3) 


由 于 5,,m (Xx) 是 周期 为 2x 的 奇 函 数 , 所 以 只 需 证 明 上 面 的 不 等 式 在 L0,x] 上 成 立 . 把 区 间 
[0,zj 分 成 [0,x/mj ,Lx/myr/nj,Lx/n,xj 三 段 ,我 们 证 明 式 (3) 在 这 三 段 上 都 成 立 . 
(a) xELx/n,rj. 根 据 3.5 节 例 1 中 的 不 等 式 sin 9 宇 20/x(0 过 9 之 x/2), 有 


| ne _ COS (n -去 )x 一 COS (m + 去 )z| 
Ran 2sin 坟 
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由 Abel 引 理 , 即 得 
| SCxz) | nCa, + 2an) na, Zr,. 
(b) xE[L0,x/mj. 由 sin 0 要 0, 可 得 


| Si.m Cx) | = pe kx <x kar CxO 
k=n = - 


委 六 (mn = WD ns 
(c) xE[Lrx/myx/nj. 这 时 n 志 x/x 达 mm, 记 1=[x/xj. 于 是 


m 1 m 
Snm(X) = > aksin kx = > yaksin 帮 二 市 2) axrsin kx 
k=n k=n 


k=1+1 
= (RY CY). 
由 /过 x/x 达 1+1, 得 出 x 过 x/1, 故 由 (b) 得 
| Si (x) | 二 rw 
因为 x/(1+] 了 二 x 过 x/n, 且 1+1 之 x/x 宇 n, 由 (a) 和 {4,}) 的 递减 性 ,得 
| i | 

于 是 

| Sam CX) [| Sax) |+| Sm lx) | r+ Bp,. 
由 lim p=0, 即 知 式 (1) 在 (一 %,，+ %) 上 一 致 收敛 . 


问题 15.3 


1. 先 证 SC(x) = 了 wlx) 在 [a,b] 上 可 积 .因为 了 u(x) 在 [avc - 8] 和 [ec + 3,b] 


上 一 致 收敛 ,所 以 SCxz) 在 [a,c 一 6 和 [c+ 56,b] 上 可 积 ,因而 分 别 存 在 La,c 一 9] 的 分 割 
Xx = a = Xb 过 x 二 二 x4=c--6 和 [c+6,b] 的 分 割 x :c+6 = XXX < 
= b ,使 得 
NE 
这 里 wi 和 ow 分 别 是 SCx) 在 [xi-1,x?] 和 [x'-1,x1] 上 的 振幅 .现在 考虑 分 制 
Axiad = XI <x =c-096<c+=X<…<x = b. 
利用 有 界 收 敛 的 条 件 , 便 可 证 明 
SrA = ae, 

这 里 a 是 某 个 常数 .等 式 的 证 明 是 容易 的 . 

本 题 引 进 了 有 界 收敛 的 概念 ,这 样 就 能 在 比 一 致 收敛 更 弱 的 条 件 下 保证 和 水 数 SCx) 是 
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可 积 的 ,而 且 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 
2. 由 条 件 (a), 知 lim f,(x) = | wsCz)dx 存在 ;由 条 件 (c), 知 > (xz) 在 [a, + =) 


上 一 致 收敛 ;由 练习 题 15.3 中 的 第 6 题 , 即 知 > | “u(x)dx 收 俩 . 再 用 一 次 练习 题 15.3 中 
第 6 题 的 结论 即 能 证 明 题 中 的 等 式 成 立 . 
本 题 把 定理 15.3.7 的 结果 推广 到 了 反常 积分 . 


3. 记 (X= 于 (2 一 WnCXo) 向 条 件 (b), 知 


光一 X0 


lim 8g。(x) = u(xo) (n= 1,2,.…). 
令 E=(xo6,x0)UCxosxo+ 6), 则 xo 是 忆 的 极限 点 .由 条 件 (c), 知 >)g,(x) 在 E 上 一 
致 收敛 .利用 练习 题 15.3 中 第 6 题 的 结果 , 即 知 > uCxo) 收敛 ,而 且 


lim 2 g(x) = Su (xo), 
由 此 即 得 要 证 的 结果 . 
定理 15.3.8 给 出 了 级 数 的 和 函数 在 一 个 区 间 上 可 以 逐 项 微分 的 条 件 ,但 有 时 候 要 判断 
一 个 级 数 在 区 间 中 的 某 些 点 可 微 ,在 某 些 点 不 可 微 ,就 像 第 4 题 那样 .这 时 定理 15.3.8 就 不 
能 用 了 .对 这 类 问题 ,本 题 提供 了 一 个 判断 的 方法 . 
4. 任 取 xo 关 a,《n=1,2,…), 利 用 第 3 题 的 结果 , 即 知 在 xo 处 可 微 . 设 xo = a, 有 


= |x-xo|l ,yl|x-a,| 
f(x) = 2m + 2) 2n a 


利用 刚才 讨论 的 结果 , 即 知 在 x。 处 不 可 微 . 
5. (1) 容易 证 明 . | 
(2) 利用 练习 题 15.3 中 第 6 题 的 结果 . 
(3) 对 于 固定 的 xE[0,+ %), 令 
三 二 呈 
MN tt bp 
9 是 严格 递减 的 .由 面积 原理 , 知 
2 9(P) < | dt A 2 p(n). 


区 十 22! 
由 此 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
6. 利用 积分 等 式 (6.4 节 中 的 例 2) 


Ws (2n)1]1 
2n+1 一 和 
上) Sn Xd = ons 1 


7. 在 [0,1] 上 定义 函数 p(x)=x(1 一 x), 把 它 奇 性 延 拓 到 [ 一 1,0] 上 ,再 把 它 以 2 为 周 
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期 延 拓 到 (一 s,+c) 上 ,所 得 的 函数 仍 记 为 9 
(图 5) . 容易 看 出 .2 具有 下 列 性 质 : 


(a) |9|<1/4; 
= (b) p(k)=0 (k=0,+], +2,.); 
x (c) ?处 处 可 导 ， 且 192 | 委 1; 
(d) 9’(2k)=1 (k=0,+1,+t2,.). 
现在 定义 函数 
图 5 _ Ww pnlx) 
图 f(x) = 2 5 
可 以 证 明 ,f 在 有 理 点 处 取 有 理 数值 ,f "在 有 理 点 处 取 无 理 数值 . 
问题 15.4 
1. 先 证 Da 的 收敛 半径 R 过 1. 然后, 记 5， = = a, 证 明 》 Sw" 的 收 伍 半生 
R 三 1. 


2. 题 中 的 级 数 为 导 二 .由 Leibniz 判别 法 知 该 级 数 收敛 . 令 


由 Abel 第 二 定理 , 知 


oo 


3 ST = lim S(x). 
nt -二 


3. 把 级 数 写成 > 全 了 .用 与 上 题 相同 的 方法 即 能 求 得 其 和 . 
4. 记 所 求 级 数 的 和 为 5， 
Sey S14 Yr Can 17 ho 


2 an)it Cnt 1 
则 5S=lim SCx). 计 算 可 得 


(CxS’ Cx)) = > Se 2n = (1 - x2)-12， 


由 此 解 出 8'Cx). 
5. (1) 车 > anR* 过 + w, 则 由 Abel 第 二 定理 可 得 要 证 的 等 式 . 现 设 > auR* = + %， 
要 证 
ji SMa, XxX” 二 十 可 
XrR n=0 


(2) 利用 等 式 
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问题 的 解答 或 提示 


ln 上 关 
下 一 元 rr 
问题 15.5 
1. 利用 
(sin 2"x)™ = 2msin 人 + 时 ), 
算出 


F.C0Y 震 (sin Sr 
由 此 得 了 在 x=0 处 的 Taylor 级 数 为 
站 (= D*e” CD em 
(2k + 1)1 
2. 由 Taylor 公 于 
n (Ck) 
ftx} = 之 x + RitRy, 
k=0 . 
以 及 定理 6.4.1, 知 R, 有 下 面 的 积分 表达 式 : 
R,Cx) = 二 | ce Df dr. 
通过 变换 1 = x(1 一 ) ,得 


1 
人 十 | uf" xl - wu))du. 


由 此 可 得 
n+l 严 十 1 
(< RD ) RE) Ff OREN. 
所 以 lim R,(x)=0 (0<x<7). 


3. 证 明 
ei He Ef V2x 
a a TT gv | 于 Sa Dn 
再 由 Abel 第 二 定理 即 得 要 证 的 结果 . 
4. 这 是 一 个 较 难 的 题 . 
利用 ln (1+x) 的 展开 式 
2 3 
jn 和 一 《一 要 天 去 芭 ， 
得 
i 
nl+ 让 = 时 ~ 委 衣 "和 亏 往 
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由 此 可 得 
n—l n-l 1 1 n—l @ 1 n—l 1 
1 一 1 T + 二 |= 一 一 一 人 二 
2 ( ) Ek 2ER 3 k 
所 以 
n | 1 n-l 人 
3 lInn 
1 已 1 1 总 1 1 总 1 
三 二 + 一 (1) 
2 k=1 kK? 3 k=1 ks 4 k=1 Kk" 
记 
lsvi srl Ls 
a (2) 
它 是 一 个 Leibniz 型 的 交错 级 数 , 其 和 不 超过 级 数 的 第 一 项 ,因而 有 
中 过 寺 2 二 
2 把 天 
由 此 即 得 lim SCa) =0. 把 式 (1) 和 式 (2) 逐 项 相 加 ,得 
1 一 _1 记 ll ll1, ll 
之 去 ln nS 3 多 六 + 十 乞 充 
-4 
全 本 大 
二 ( A S 
k=2 
从 1 和 bm a ， 
令 n 一 %, 由 于 lim( Inn)= y, 所 以 
有 的 \ 无 去 攻 k 
a (一 1)* 
一 : 
之 ; 天 大 ¥ 


问题 15.6 
1. (1) 从 不 等 式 (1 一 x?)" 宇 1 一 nx?, 即 可 证 得 c, 志 Vn. 


(2) 在 PCD = | f(x+ DO,(Ddt 中 , 作 变量 代 换 x + 1 = & ,并 注意 到 在 [0,1] 外 


1 
= 


等 于 0, 即 知 P， 是 x 的 多 项 式 .利用 了 在 [0,1] 上 的 一 致 连 续 性 和 (1), 即 可 证 得 lim P(x) 


= f(x). 
(3) 在 f(0)=f(1)=0 不 成 立时 ,考虑 函数 
gx) = fx) - 0) -zxCFGd) - 0)) 
2. 先 证 明 


Bin(x) = (n+ D> (FE El 
k=0 


n 
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z+1)) (ee 


(0 过 x DL). 


(1 = XE, 


问题 的 解答 或 提示 
用 中 值 公式 ,得 

/ es 7 n 家 三 天 k+l 

Btxy = > (LL- + (EE <<tti). 


十 1 n+l 
由 此 即 可 证 得 所 要 的 结果 . 
3. 对 任意 的 正 整数 n ,由 Weierstrass 定理 ,存在 多 项 式 P,(x), 使 得 


1 
| PCz) - (xz) — 及 )I< 志 <x< D)， (1) 
上 式 即 为 


fx) 一 辫 之 P(x) 之 fx) - 让 


因而 有 


Pi Fr) 三 去 P(x), 
这 样 得 到 的 {P(x)} 是 一 列 递 增 的 多 项 式 .在 式 (1) 中 令 n 一 %, 即 知 lim P.(x)=f(x) 在 


问题 15.7 


1. Ki 二 (”) 的 母 本 数 是 (1 一 4x)"7. 


. 记 m = 路 (”。“) ,证 明 a, 满 尾道 推 关系 
an = dnit+ans (n= 2,3,°"). 
3. 记 au= 回 (”。 ) ,证明 a, 满足 台 推 关系 
dn = Qn-l 十 QQn-2， 


4. (1) 在 第 3 题 中 取 ac = 2. 
(2) 在 第 3 题 中 取 au = 一 1. 


5. 把 等 式 的 右边 记 为 a,-1, 记 b= 2 (”). 证 明 


1=0 


并 一 1 
Qn-l = D> Bib pa 
k=0 


若 记 {bx) 的 母 函数 为 f(x) ,那么 ev-: 是 f*(x) 的 备 级 数 展开 式 中 x" ' 的 系数 ,算出 f(x) 
便 能 求 得 
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n /2n 
最 后 再 证 明 上 式 的 右边 为 号 ( ，) 


问题 16.2 
1. 把 被 积 函数 写成 


sinx  _ sinx Sin2 x 
Xe 十 Sin X 二 Xx" in x 


当 a>0 时 ,由 Dirichlet 判别 法 知 积分 | ”sm .xdx 收敛 ,因此 积 


请 Sin X | Sin2X 
一 一 dx， dx 
1 XW* 二 sinx 1 X"(x"”+ sinx) 
同 敛 散 , 这 样 问题 就 归结 为 上 面 第 二 个 积分 发 散 .由 于 
Sin2X Sin2 x 
Xe(X" 二 SinX) 二 XeCxe 十 1)” 


只 要 证 明 上 式 右边 的 积分 发 散 就 行 了 . 


在 这 个 问题 中 ， 
fsin xdx| =|cosA—cosl | 过 2, 
sin x 
且 lim 于 0, 但 积分 | ”一 昌 汪 dx 却 是 发 散 的 .问题 就 在 于 -一 不 是 单调 


地 趋 于 0. 这 个 例子 说 明 ,Dirichlet 判别 法 中 ,“g(x) 单调 趋 于 0” 中 的 单调 是 不 能 去 掉 的 . 
2 从 lim f(x)=a 知 , 对 任意 的 e 二 0, 存 在 A 二 0, 当 x 二 A 时 ,a 一 e 三 f(x) 二 a+e. 


把 积分 拆 为 
十 om A 市 本 
:| e “f(x)dx = 中 € f(T) 十 :| er “f(x)dx. 
0 0 A 
由 此 可 以 算出 
lim sup ‘| e"f(x)dx <a+e, lim inf 小 * fx 3 = 


人 0+ 


由 此 便 可 得 所 要 的 结果 . 
问题 16.3 


1. 本 题 的 困难 在 于 如 何 处 理 sin(x +1/x). 把 原 积分 写成 


家 党 | Sin (XxX 十 1/x) div =- | Sin (X 十 Ux) gy +| sin (x + 1/x) 
0 0 区 1 > 6 


ey 


dx 
= Ti+ J. 
先 证 明 当 a 过 0 时 ,发 散 .注意 到 ,sin x 在 (2kx,(2k+1/2)x) 上 取 正 值 且 递增 ,因而 
2knxtnx/2—1 2kxtn/2-1 1 
| X “sin (x+i)ax| =| X “Sin (x+ = ji 


2kx 2kx 
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问题 的 解答 或 提示 


2kxt+n/2—1 
> Ckm | sin xdx 


= {1 一 COS (至 = 1) ) (Qk) 


2 
Sr a=0, 
+ co(K 一 co)， a << 0. 


所 以 1 发散 .而 当 a<<0 时 ,六 是 一 常 义 积分 . 故 当 <0 时 ,7 发 散 .用 同样 的 方法 可 以 证 明 
a 宇 2 时 ,了 也 发 散 . 现 证 当 0 二 a<2 时 ,了 收敛 .这 里 需要 一 些 技 巧 .把 1 写成 


1 、. 
a Ea 


dx. 


由 于 


COS2— cos (4 + 去 ) | 六 


在 0 二 a<=2 的 条 件 下 1/(x* x) 递减 趋 于 0( 当 x 一 + % 时 ), 故 由 Dirichlet 判别 法 ,1 
收敛 . 同 理 ,对 1 作 变 换 x=1/t, 知 其 也 收敛 .最 后 ,通过 不 等 式 

i 1 1 

sn (x + 二)| sv (x+ 圭 ) 人 9 1 


号 -二 一 77c0s2(x 下 二 
x” Xx” QR” Xr 天 /7 


知 当 0<a<2 时 ,积分 | dx 发 散 .总 之 ,积分 1 仅 当 0 二 a 二 2 时 条 件 
收敛 . 
2. 设 f 在 (0,1) 上 递增 .由 不 等 式 


| fdx<iD f(t )<| fOr) dx 


nr 


sin (xX+ 1/x) 
区 


即 得 证 明 . 

3. 直接 验证 . 

4. 令 f(x)=x"!. 

5. 因为 im f(x)= 4 所 以 对 任意 的 es 之 0, 存 在 4; >>0, 只 要 >>4， 便 有 
|f(x) 一 al<e. 由 于 lim 三 Cxz) = Db, 所 以 对 ss 二 0, 存 在 4 二 0, 只 要 xx 忆 -- A,,; 便 有 
[jxz) -pb<s. 现 取 有 >4i,4 志 -4 -7 ,通过 直接 计算 ,可 得 


B B+7 A+7 
| Yer DfoVdr= a- Dot] G00- adx -| 0) badx. 
由 此 便 得 证 明 . 
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6. (1) 不 妨 设 0 二 a 二 b, 对 任意 的 SGE(0,4) ,根据 积分 平均 值 定理 ,得 
| 论 二 过 f(b) | -ax 
Xx 6 > 人 Xx 


6 


bA 
= | LD 
2“ 1 i 


= | -Dar 
2 1 4 1 


= (f(é) -f(y9)In 也 ， 
其 中 EL[a6,b8],7E[ahA,bA]. 邻 6 一 0,4 一 + % 即 得 要 证 的 等 式 . 


(2) 和 (C3) 的 证 明 是 类 似 的 . 
问题 17.1 
1. 把 b, 写成 
Ws 人 (jco) (5 二 普 ) )sin nxdx. 
T KI Ck-D2a/n n 


2. 用 推广 的 第 二 积分 中 值 定理 . 
3. 我 们 证 明 第 一 个 等 式 .选取 充分 大 的 自然 数 ko, 使 得 [a,bjCCL 2kor,2korj. 在 
[一 2kon,2kor] 上 定义 


f(¥)s 光 E [a,b], 
F(x) = | 
0， 基 € [一 2Kor,2Kor |\La,b]. 
这 样 
2K0r b 
而 F(x) lsinnx | dx = | fx) | sin nx | dx. (1) 
“No a 


用 分 点 i — 2kon+ (2x/n)i K =0,1,…,2mKko) 把 区 间 [ 一 2Kkory,2Kor] 分 成 2nko 等 份 ， 
于 是 


2nko—1 


2kynx Xi 
| F(x) | sinnx | dx = | ”Fon) | sin nx | dx. (2) 
-2ko™ 天 
由 于 |sin mx| 非 负 , 故 由 第 一 积分 中 值 定 理 , 存 在 4;ELm;,M;j, 使 得 
i | sin nx | dx = Nh | sin nx | dx， (3) 


这 里 m; 和 Mi; 分 别 是 下 在 [Lxi,xit1j 上 的 下 、 上 确 界 .对 式 (3) 右 边 的 积分 作 变 换 t 三 nx+ 
2konx 一 2xi ,那么 

| | sin nx | dx = 工 | |sint | dt = 和 4 
nyJo n 


人 


把 它 代 入 式 (3) , 式 (2) 可 写 为 
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问题 的 解答 或 提示 


2nkg 
2kOn™ 2 
| Pe | sin nx | dx = 下 于 
于 是 


i 2 so 
2 F(x) | sin rx | dx 之 之 了 
n 2k0 n. 


由 于 下 在 L- 2Kkor,2Kkor] 上 Riemann 可 积 , 所 以 当 n 一 % 时 ,上 式 的 两 边 都 趋 于 
2 f2kor 
ea F(x)dx. 因 而 
TY -2k0r 
~ fF2kon _ 2 for _ 2r: 
lim| FO | sinnx | dx = 2| Foadx = | forax. 
再 由 式 (1) ,得 
Se : 人 
lim| f(x) | sin nx | dx = | fowdx. 


仔细 分 析 上 面 的 证 明 ,我 们 发 现 , 除 了 用 到 三 角 函 数 周 期 是 2x 的 性 质 外 ,并 没 用 到 三 角 
函数 的 其 他 性 质 . 因此 可 把 上 面 的 命题 推广 为 下 面 更 一 般 的 命题 : 

设 f 在 [a,bj 上 Riemann 可 积 ,? 是 La,bj]j 上 非 负 的 Riemann 可 积 函 数 , 且 以 T 为 周 
期 ,那么 


b T b 
lim| f(x)p nx)dx = 于 | (xz)dx| f(x) dx. 


了 Jo 
请 读者 给 出 这 一 般 命题 的 证 明 . 
4. 利用 了 的 绝对 可 积 性 和 上 一 题 的 结果 . 


5: 由 于 | = | + 在 | 中 令 x = 一 4, 便 得 
|、 ~ pera | 1— cos A g(x) - fC— x))dx 


四 yx) — f=— XI |. Kg 二 人 一 这 
0 丰 0 pp 9 


i Axdx. 
余下 的 只 需 证 明 全 一 人 一 在 在 [0,a] 上 可 积 . 


问题 17.2 


1. (1) 求 In (2cos 考 ) 在 ( 一 x,x) 上 的 Fourier 展开 式 . 因 为 它 是 偶 函 数 , 故 b,=0(n = 
1,2……). 
从 三 ln sintdt = 一 人 In2 可 以 算出 | ln cos 玄 dx = = 一 rln2, 因 而 au = 0， 
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] px Sin nxsin 1 Sin ntcos 万 
an = dz 三 《一 了 pi 


COS 本 Sin 
2 2 


由 此 即 得 (1) 
(2) 在 (1) 中 作 变 换 x=1L 一 关 即 得 . 
2. 利用 |cos x| 的 展开 式 , 可 得 
(一 AI 


| flx) | cosAax | dx = 二 | flx)dx+ 二 也 A TUxCA)， 


T El 


其 中 
uxr(A) = | fe)cos2kaxdx. 
再 利用 问题 15.3 中 第 1 题 的 结果 和 Riemann-Lebesgue 引 理 即 得 . 
第 二 个 等 式 的 证 明 是 一 样 的 . 
3. 把 等 式 左边 的 积分 写 为 
| .sco sin Atdi 三 | ‘ecw — g(0 + 0)) sin Atdi + g(0+ 0)| Sin ALdy 
上 站 1 0 1 


已 知 
问题 就 归结 为 上 式 右 边 中 的 第 一 个 积分 当 4 一 + % 时 趋 于 0. 
问题 17.3 


1. (1) 这 是 Abel 第 二 定理 的 直接 推论 . 
(2) 按 定义 即 得 ， 
2. 分 下 面 三 步 来 证 : 


Ca) 证 明 > aux" 在 (~ 1,1) 上 绝对 收 全 
这 是 因为 > a, 可 以 在 Cesaro 意 义 下 求 和 ,由 练习 题 17.3 中 第 3 题 的 结论 , 知 lm 全 = 


0. 由 此 即 得 
| ac" I<nlx|l” n>N). 


Cb) 记 Go = > avx", 则 可 以 写 为 


f(x) = 十 = a Ds A Se i eh 
这 是 因为 从 级 数 的 乘法 知 
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二 “+ Qin)X" 三 V1 
n=0 


T 5" 管 


fx) (CS +SI+…+SDxz = Dn+1)onx’". 
(1 一 x n=0 {= 


(c) 现在 有 


f(x) -ss=(1-x)2 n+ (on — sx". 
n=0 
由 此 便 可 证 明 lim f(x)=s. 
| 


3. 51(-D"(n+1) = 1/4(A) 从 定义 便 可 得 到 .至 于 该 级 数 不 能 Cesaro 求 和 ,是 因为 


m=0 


它 不 满足 练习 题 17.3 中 第 3 题 的 可 以 Cesaro 求 和 的 必要 条 件 . 


综合 第 3、 第 4 题 的 结果 ;可 以 得 到 这 样 的 结论 :Abel 求 和 法 比 Cesaro 求 和 法 更 优越 . 


4. 记 5S， = Sie 4a .根据 Wallis 公式 ,有 


Sm + So = ln 对 +O (证) 
于 是 
> 3， In 至 + On N). 
由 此 即 得 所 要 的 结果 . 
5. 由 短 级 数 的 乘法 和 Abel 求 和 的 定义 即 得 . 
问题 17.4 


1. 通过 直接 计算 , 即 得 
4o = ai，4 = as+b:, B, = 0. 
由 此 得 
F(x) ~ 包 十 St + b2)cos nx. 


上 式 右 边 的 级 数 在 (一 i G(x),G 是 (一 ,%) 上 周期 为 2x 的 


连续 函数 ,上 面 的 级 数 当 然 是 G 的 Fourier 级 数 .由 此 得 F(x) 圭 G(x), 即 
F(x) = 由 十 Cui + b )cos nx. 
n=1 
邻 x=0 即 得 了 的 Parseval 等 式 . 
2. 由 假定 , 知 


f(x) ~ D>) (Caicos nx + b,sin nx), 


n=1 
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f (x) 一 Dnlbicosnx— ansin nx). 


n=1 


由 Parseval 等 式 即 得 题 中 的 不 等 式 .等 式 成 立 当 上 且 仅 当 ea, = b, =0(m 之 2). 由 此 即 得 所 要 的 
结论 . 


3. 由 假定 , 知 了 关于 点 (1/2,0) 中 心 对 称 . 我 们 在 [- 1/2,1/2] 上 把 了 作成 奇 函 数 ,然后 
把 它 按 周期 1 延 拓 . 再 令 P(z) = 用 六) (xl 入 m. 于 是 


pm = 9 =0，| vdx = f(s)dx = 0 


2x 
对 9 用 第 2 题 的 结论 . 
4. 9 可 以 具体 表 出 如 下 : 


1， Rotatl = 0,1,..,2"1 -1), 
2 D7 
p, (iD) = sgn sin (2rnt) = 4—1, tk = 1,.…,2"1), 
0, 1 = 和 E(k = 0,1,.…,2"). 


由 此 可 见 ,除了 有 限 个 点 外 ,9%(1) =1 在 [0,1] 上 成 立 ,因而 | C0Ddt = 1. 设 m 过 n, 通 
过 上 面 的 表达 式 便 可 证 明 
| pn Cp dt = 0. 


问题 18.1 
1. 由 积分 号 下 求 导数 的 法 则 ,得 
J Cx) = | sin psin (ng — xsin P)dp， 


(x) = 一 i[ sin2pcos (ng — xsin p)dop. 
no 
直接 代入 要 证 明 的 恒等式 即 得 . 
2. (1) 把 a 看 做 参数 , 记 积 分 为 1(a), 则 当 a=b 时 ,T(a)=xlna, 当 a 关 b 时 ,可 算出 


六 a Tt 
1 (a) = 4p: 


由 此 即 可 得 1(a) = xin 4 地 
(2) 记 所 求 的 积分 为 Ca) ,可 以 算出 


1(a) = 一 一 
1 
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因此 1(a) = arcsin a . 


R 7 2 dx 
(3) 记 所 求 积分 为 1(a), 则 7(a) = | 


1 + C&2tan2X 


. 由 此 可 得 


I(a) = sgn aln (1 +|'a |). 
3: 记 
2r 
fl(u) = exexsxcoSs (usin X)dx， 
证 明 广 Cx) =0. 由 于 0) =2r, 所 以 f(u)=2x. 
问题 18.2 


1. 用 Dirichlet 判别 法 ,证明 它 在 L7, + % ) 上 一 致 收敛 .用 反 证 法 证 明 它 在 (0,6) 上 不 
一 致 收敛. 


| < E (1) 


对 we [eVf,1] 成 立 . 事实 上 , 由 于 | eau 收敛, 故 对 。 之 0, 存在 4 二 1, 当 
4 之 4 时 ,有 


性 edu<e. (2) 
A-VX/E 
在 式 (1) 左 边 的 积分 中 作 变 换 & = (x 一 1/a)/a, 那 么 
| eevee gx Eo a ~ eu. (3) 
A (A-1/a)/a 


由 于 e/VYx 才 a 声 1,1 志 1/a 才 Vr/e ,所 以 (A 一 1/a)/a 主 A 一 Yr/e. 从 式 (3) 和 式 (2), 即 得 
| eV /e dx <<| ,eau 站: 
当 vcE(0,s/Vr) 时 ,由 式 (3) ,得 
| a| edu SS pre, 
A —% 


这 就 证 明了 原 积分 在 (0,1j 上 一 致 收敛 .车 该 积分 能 用 Weierstrass 判别 法 来 判断 , 则 意味 着 
存在 函数 g(x) ,使 得 当 (x,a)€E[1, + w%) Xx(0,1] 时 ,有 
@- -le /a 过 g(x), (4) 


且 | gcodx 二 + %. 但 在 式 (4) 中 令 x=1/a, 即 得 g(x) 之 1, 这 与 | gcodx <+o% 


矛盾. 
3. 通过 反常 积分 的 Cauchy 收敛 原理 ,把 问题 归结 由 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 来 处 理 . 
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问题 18.3 
1. 问题 的 关键 是 如 何 处 理 被 积 函数 中 的 绝对 值 .把 积分 写成 


= 


2 [CntlD)r 
fla) = | RE dt 
n=0% nn 
作 变 量 代 换 1 = x + nn, 那么 
人 | ex 
f(a) = 1 YU Se 


证 明 右边 的 积分 对 a€[0, (0 二 7 二 1) 一 致 收敛 . 
2. 因为 q(u)= | “we-“dx = 1(u 之 0) ,被 积 函 数 是 非 负 、 连 续 的 ,而 由 18.2 节 中 的 例 


0 
yu) = e”| ue“qx = ee 


是 连续 函数 ,被 积 函数 非 负 且 连 续 , 而 上 述 积 分 在 [1, + %) 上 不 一 致 收敛 . 


al _ | arctan Bx 
3 

32 了 et dx 元 
aaga8 Jo (I+ax)(l+PBx) 2Ca+ 有 ) 


由 此 可 得 对 = 号 In 二 上 ,进而 得 


1(a,8) = ne (a>0,8>0). 
4. 记 题 中 的 积分 为 1, 先 算出 重 积分 ,再 算 相 应 的 反常 积分 ,得 1 = ln 2. 


5. (1) 先 对 a>0,b>0, 证 明 | f((ax 之) )dx 三 二 | xdx. 由 此 即 得 


(2) 用 分 部 积分 法 . 
(3) 利用 等 式 


Sin4x = 去 — COS2X) 一 言 Q — cos 4x), 


问题 就 归结 为 计算 积分 
| 1 一 cos2xdx， 上 wy 三 cos 4xdx 
0 xX 0 x 
再 用 分 部 积分 法 就 能 算出 这 两 个 积 
(4) 利用 等 式 
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Sintax — Sin4px = 去 (cos 2Bx — cos 2ax) + 喜 Ceos 4ax 一 cos 4Bx) 
和 问题 16.3 中 第 6 题 (2) 的 结果 , 即 能 算出 所 要 的 积分 值 . 
6. 设 积分 | “f(x,uo)dx 收敛 , 则 有 


| Toeuodrx = Pg.uo), 
其 中 四 
三 | ferswax. 
利用 问题 18.2 中 第 3 题 的 结论 即 得 所 要 的 证 明 . 


问题 18.4 
1. 定义 域 是 Oca 


r(o- 革 D)r(3!) 


1 a (s+D)/p p p 
( Dp， ) 三 一 -一 | 一 
ev pr r(g) 
2. 易 知 
1 1 
T= | lIn T(x)dx = | lInT(1 — x)dx. 
0 0 
利用 余 元 公式 和 等 式 
/2 
| ln sinx dx = 一 In2， 
0 
即 得 所 要 的 等 式 . 


3. 用 与 第 2 题 相同 的 方法 和 余 元 公式 ,可 归结 为 计算 积分 


/2 x x , 
= | sin -cos ln sin xdx. 
0 2 2 


用 分 部 积分 可 算出 J= 一 1+1n2. 由 此 可 得 要 证 明 的 等 式 . 
4. 作 变 换 cos x=1 -2Vi. 
5. 利用 公式 


以 及 B 函数 和 了 函数 的 关系 式 . 
6. 证 明 (f(x)+ g(x)) =0. 
7. 利用 题 中 的 等 式 , 可 得 
i Nd 
rT(1- x) = lim tT (rly. 
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把 T(x) 和 T(1 一 x) 分 别 改写 为 


rx) = 1i Li ， 
et 
rd -xz = lim - 站 - 
六 = 动作 -得 ) 人 一 生 代 首 二 工 = 网 
用 余 元 公式 ,可 证 得 
sinax = axJ[ (1-H) 0<x<1D， 
记 
p(X) = rz] (1- 乞 )， 


它 在 (- = ,+ %) 上 有 定义 ,再 去 证 明 ? 满足 下 面 三 条 性 质 : 


(a) 9(0)= 9(1)=0; 
(b) p(x)= -9(x)(— ~m<x<%); 


(c) (x+1)= 一 p(x)( 一 co<x<oco). 
由 于 在 (0,1) 上 已 知 PCx) = sin xx , 故 在 整个 数 轴 上 也 有 P(x) = sin rx 
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